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Capitolo 1

Matrici e determinanti

1.1 Definizione di matrice

Una matrice ¢ un array (aggregato) di m x n elementi disposti per n righe e m colonne.
Scriviamo:

ai 12 Q1np
a921 agy ... Q2

A= n (1.1)
Am1 Am2 ... Amn

A volte si utilizza la seguente notazione simbolica:

A=(ay;) coni=1..nj=1..m

Gli elementi a;; possono essere numeri (o funzioni) reali o complessi.
Se m = n si dice che A € una matrice quadrata di ordine n. Ad es.:

10
=(29)
A e una matrice quadrata di ordine 2.

V2cosht  —bel
B = 2sint e 2t
—+/2sinht 10sint

B ¢ una matrice 3 x 2 i cui elementi sono funzioni del tempo ¢.

1.2 Classificazione delle matrici

Consideriamo una matrice A (m X n):

a1 a2 ... Qip
o271 Q22 ... Q9
A= n (1.2)
Am1 Am2 ... Amn
)
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Si definisce matrice trasposta di A e si indica con AT la matrice (m x n) ottenuta da A

scambiando le righe per le colonne:

AT = (bi;) = (a;0)

aiq a2 ... Qip
o 921 a29 ... Q9pn
m1 Am2 ... Gmn

Ad esempio, la trasposta della matrice:

e:
1 4
AT =12 5
3 6
kkk

Consideriamo la matrice quadrata di ordine n:

A=(a;),coni,j=12..,n

Abbiamo la seguente definizione:

Vi>j, a; =0) Lol (A & una matrice triangolare alta

Risulta:
aj; a2 Az ... Qin
0 Q99 Q923 ... QAgpn
A= 0 0 asz ... Qsp
0 0 0 0 ap,
Viceversa:
S d . . .
Vi <j, a; =0) Lol (A ¢ una matrice triangolare bassa
Risulta:
a1 0 0 0
21 Q29 0 0
A= as1 Az G33 0
Qp1 Ap2 aAp3 ... Qpp
6
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Nel caso speciale in cui la matrice quadrata di ordine n, A = (a;;) € simultaneamente alta e
bassa, si ha:

Vi#j, a; =0) del, (A & una matrice diagonale (1.7)
La (1.7) implica:
a1l 0 0 0
0 929 0 0
A = 0 O ass O 5 (1 8)
0O 0 0 Qnn,

e viene indicata con la notazione simbolica:

A = dZ(lg ((1117 92, A33, ..., a,m) (19)
Se aj; = a9y = ... = an, = k, la matrice si dice scalare, e per k£ = 1, la (1.9) & la matrice
identita di ordine n:
1 0 0 0
0 1 0 ... 0
L=|00 1 ..0 (1.10)
0 0 .. ... 1

= diag (1,1,1,...,1)

Quando non e rilevante I'ordine n della matrice, la matrice identita si indica semplicemente
con 1.

kK
Sia A una matrice quadrata di ordine n.
A= AT 2L 4 & simmetrica (1.11)
A=—AT 2L A& antisimmetrica
Cioe, rispettiavamente:
Vi, j € {1,2,3,...,n}, Qi = Qj; (112)
VZ,j € {1, 2, 3, ,n} s Clij = —aji
Esempi.
1 2 3
A=\ 2 4 =5 (1.13)
3 =5 6
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La (1.13) & simmetrica:

1 2 3
Al=12 4 =5
3 =5 6
=A
0 -2 3
B=| 2 o0 4 (1.14)
-3 -4 0
La (1.14) & antisimmetrica:
0 2 -3
B'=| -2 0 —4
3 4 0
- B

Kk

Sia A una matrice quadrata di ordine n sul campo complesso C, cioe a;; € C. Si definisce
matrice coniugata di A, la matrice quadrata di ordine n i cui elementi sono i complessi
coniugati degli elementi di A:

« def *
AT = (%‘)

Ad esempio:

Sussiste la proprieta:

Sia A una matrice quadrata di ordine n sul campo complesso C. Abbiamo le seguenti
definizioni:

(AT =4 2L 4 ¢ hermitiana (1.15)
(AT = -4 2L 4 ¢ antihermitiana
Cioe, rispettivamente:
8
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Vi, j e {1,2,...,n}, ay; = aij) 4L A & hermitiana

Vi,j e {1,2,...,n}, ay; = —aij) 2L A ¢ antihermitiana

Ad esempio:
1 1—3 2
A=\ 14+ 3 1
2 - 0
Passando alla trasposta della coniugata:
1 1—3 2
A" = 14i 3
2 - 0
— A,
donde A & hermitiana.
1 1—17 2
B=\| —-1—7 31 1
-2 t 0

donde B ¢ antihermitiana.

1.3 Operazioni elementari sulle matrici

1.3.1 Somma e differenza di matrici

Sian A = (a;j), B = (bi;) coni =1,2,...,m; j = 1,2,...n. Si definisce somma di A e B, la
matrice m X n:

A+ B=(¢;), (1.16)

essendo:

Cij = aij + bij (117)
La differenza A — B ¢ la somma A + (—B), essendo —B = (—b;;). Quindi:

9
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con
dij = ai; — bi
Esempio.
2 70 —4 -1 0
A_(—159)’B (1 -5 -9
Abbiamo:

2.6 0
A+B_( 0 0 0)

6 8 0
A_B_(—Q 10 18)

Consideriamo le matrici A (n x m) e B (m X p):

11 Q2 ... Aim b1 bio

Q21 Q22 ... QA2 bar  bao
A= " | B=

an1 Ap2 ... Qpm bml bm2

che possono essere indicate con la notazione compatta:

=(byy),1=1,2,.m; j=1,2,...,p

= (ay),i=1,2..n; j=1,2,..m

bap (1.18)

Si definisce matrice prodotto righe per colonne e si indica con AB, la matrice n X p:

AB = (¢;5),1=1,2,..n;j=1,2,..,p

essendo:

m
Cij = E Qitbrj
k=1

Esempio 1 Date le matrici:

210 1 110
A= 3 2 0 |;B=|2 110
1 01 2 31 2
Determinare la matrice AB.
10
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Soluzione 2 Abbiamo A (3 x 3), B(3 x 4), quindi AB (3 x 4). Applicando la (1.20):

4 3 30
AB=| 7 5 5 0
3 4 2 2

Cio premesso, sussiste il

Teorema 3 Siano A(n x m) e B(m X p). Risulta:
(AB)" = BT AT (1.21)

Dimostrazione. Poniamo:

A=(a;) coni=1,...,n j=1...m

B=(bj) coni=1,...m; j=1,..,p
Indichiamo con un apice gli elementi di matrice delle rispettive trasposte:
A" = (a;) con aj; = aj; (1.22)

BT = (b;J) con b;j = bji
Il prodotto di A e B:

m

AB = (Cij) CoN Cj; = Zaikbk]‘ (123)
k=1
la cui trasposta e
(AB)" = (c;) con ;= cji =Y ajby (1.24)
k=1
Il prodotto di BT e AT:
B"A" = (¢f}) con ¢, Zb;ka,ﬁ (1.25)

Per le (1.22):
= bpaj = ¢j; = B"A" = (AB)",
k=1

donde I'asserto. m

Teorema 4 Se A ¢ una matrice quadrata di ordine n, la matrice A+ AT & simmetrica.

Dimostrazione. Poniamo A = (a;;) con i,j = 1,2, ...,n. Quindi, AT = (a;;); la somma &:
A+ AT = (ayj),

essendo:
Oéij = aij + Clji
Risulta:
Ay = Oéij,Vi,j = 1, 2, ., N

donde la simmetria di A + AT. =

11
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Teorema 5 Se A ¢ una matrice quadrata di ordine n, la matrice A — AT & antisimmetrica.

Dimostrazione. Poniamo A = (a;;) con 4,7 = 1,2, ...,n. Quindi, A" = (a;;); la differenza
e:
A= AT = (By),
essendo:
Bij = aij — aji
Risulta:
Bji = =03, Vi,j =1,2,...,n

donde I'antisimmetria di A — AT. m

Corollario 6 Ogni matrice quadrata si esprime come somma di una matrice simmetrica e
di una matrice antisimmetrica.

Dimostrazione. Sia A = (a;j) con 7,57 = 1,2,...,n. Il generico elemento di matrice puo
scriversi:

1 1
aij = aij + Eaji — §aj7; (126)
1 1 1
= 50,2‘]' -+ 5@1']' -+ §CLji — iajz-
1 1
= 5 (aij +a5i) + 5 (ayy — aji)

La (1.26) implica:
1 T 1 T

. J/ . J/
' g

simmetrica antisimmetrica

donde l'asserto. m
Definizione 7 Se A ¢ una matrice quadrata, diremo che A é ortogonale se:
AAT = ATA =1, (1.27)

essendo AT la matrice trasposta di A. In altri termini, la matrice A ¢ ortogonale se l'inversa
(per tale definizione vedere § 1.8) coincide con la trasposta:

A= AT (1.28)
Definizione 8 Se A ¢ una matrice quadrata di ordine n e se p € N, la potenza p-esima di
A e
AP=A-A.-.. - A
—_—

p volte
Definizione 9 Se A ¢ una matrice quadrata di ordine n si dice che A ¢ idempotente, se:

A2 =A

12
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Definizione 10 Se A ¢ una matrice quadrata di ordine n e se p € N, si dice che A ¢
nilpotente di ordine p, se:
AP =0

Teorema 11 Se A é nilpotente di ordine p, ogni intero p’ > p é ordine di nilpotenza per A.

Dimostrazione.
Vp > p, AV = APAP TP = (. AP P =0

|
Teorema 12 A ¢ nilpotente di ordine p=2) = (Vse N, A(I+ A’ =A
Dimostrazione. La dimostrazione segue per calcolo diretto:

s=1=AI+A)=A+A*=A
s=2=—= Al +A°’=A+2424+A43=A

s=s=>A(I+ Ay =A

kokok

Assegnate due matrici quadrate dello stesso ordine A (n x n), B (n X n), si osservi che in
generale il prodotto righe per colonne non € commutativo, cioe:

AB # BA

Se risulta:

AB = BA

si dice che A e B commutano o che il prodotto AB ¢ commutativo.
Se risulta:

AB = —-BA

si dice che A e B anticommutano o che il prodotto AB ¢ anticommutativo.
Possiamo poi considerare la potenza k-sima di una matrice quadrata:

A=A A A
k volte

Si consideri ad esempio, la matrice quadrata di ordine 3:

2 -1
A= 0
1

— N

1
0
Abbiamo:

13

APPUNTI INGEGNERIA GRATUITI - www.riccardogalletti.com/appunti_gratis



2 -1 1 2 -1 1
A2=10 1 2 0 1 2
1 0 1 1 0 1
5 =3 1
= 2 1 4
3 —1 2
5 =3 1 2 —1 1
A=A 4= 2 1 4 0 1 2
3 -1 2 1 0 1
11 -8 0
= 8 -1 8
8 —4 3
Verifichiamo che il prodotto A% - A & commutativo:
2 -1 1 5 =3 1
A-A2=10 1 2 2 1 4
1 0 1 3 —1 2
11 -8 0
= 8 -1 8 |=4%-4
8 —4 3
Determiniamo A®:
5 =3 1 11 -8 0
A=A243=12 1 4] 8 -1 8
3 —1 2 8 —4 3
39 —41 -21
=1 62 =33 20
41 -31 -2
Si osservi che A2A3 & commutativo:
11 =8 0 5 =3 1
ABA2=| 8 -1 8|2 1 4
8 —4 3 3 —1 2
39 —41 -21
= 62 =33 20 = A?A3
41 -31 -2
14
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1.4 Determinanti

Abbiamo visto che una matrice € un array di m x n numeri. Nel caso speciale di una matrice
quadrata:

ay; a2 ... Qip
91 @22 ... Qa9

A= n (1.29)
Ap1 QAp2 ... Qpp

e possibile associare a tale array un numero, che si chiama determinante della matrice e si
indica con il simbolo det A,

aiy; aiz ... Qip
a1 Ag92 ... QA2
det A = "
Ap1 Gp2 ... Qpp
Per n = 1, si pone per definizione:
def
det A = a1

Per definire det A nel caso n > 2, dobbiamo introdurre la nozione di prodotto associato
alla matrice (1.29). A tale scopo chiediamoci se sia possibile prendere tra gli n* elementi di
A, un sottoinsieme S costituito da n elementi tali che:

Va,ij,ahk & S, (Z 7& h,] 7& ]{?)

cioe due qualunque elementi di .S non appartengono ne alla stessa riga, ne alla stessa colonna.
Quindi il sottoinsieme deve essere del tipop:

S = {ahlkl,@hgl@, --wahnkn}

con h;, k; tali che:
Vi,j € {1,2,...,n},i# j = (hi # hj, ki £ k;)
Cioe

hi, ho, oy By (1.30)

sono permutazioni arbitrarie (distinte o coincidenti) degli elementi 1,2, 3, ..., n.
Ad esempio, per n = 5 consideriamo:

(hi,hay ..oy hy) = (4,2,1,3,5)
(k1,kay ooy kn) = (2,4,3,1,5)

ottenendo:

15
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S = {a42,a24,a13,a31,a55} (1-31)

Quindi, gli elementi dell’insieme (1.31) soddisfano la condizione richiesta.
Siano ora h e k le inversioni della prima e seconda delle (1.30), rispettivamente. Il prodotto
associato alla matrice quadrata (1.29) ¢ per definizione:

h+k
(=)™ anyky Ohghey - Ok,

Si osservi che:

(=1)"*" = 41, se h+ k & pari
(=1)"** = —1, altrimenti

Inoltre h + k e pari se h, k hanno la medesima parita, cioe se le due permutazioni sono della
stessa classe. Viceversa, se h + k ¢ dispari.

Per n = 2:
@11 a2
A=
Q21 A2

a1, A22

Abbiamo i seguenti sottoinsiemi:

12, 21

e i relativi prodotti associati:

+ anaz
— (21022
Da cio segue che per ottenere tutti i prodotti associati basta tenere fisso uno degli indici

h;, k;, facendo variare I’altro in tutti i modi possibili, per cui il numero di prodotti associati
ad una matrice di ordine n, & pari a n! Ad esempio, per n = 3:

11 a1z A3
A= Q21 Q22 A23

a31 @32 0433
abbiamo 3! = 6 prodotti associati. Infatti gli insiemi sono:

11, 22, A33
a2, @21, 433
13, 21, 432
13, 23, A31
ai1, @23, 432

ai1, 23, A32

16
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Nel caso generale, il determinante di A € la somma degli n! prodotti associati. Per eseguire la
somma si puo fissare la n-pla hq, hs, ..., h,,, per poi variare in tutti i modi possibili kq, ko, ..., ky,,
o viceversa. Abbiamo quindi:

detA:(—l)h Z (—1)kah1klah2k2...ahnkn (132)
kiko...kn

det A = (—1)k Z (—1)hahlk1ah2k2...ahnkn
hiha...hn

Nel caso speciale in cui (hy, ha, ..., h,) = (1,2,...,n), la prima delle (1.32) diventa (h = 0):

det A= > (=1)" ai, aon, .-G, (1.33)
kika...kn

Nel caso speciale in cui (ky, ka, ..., k) = (1,2, ...,n), la seconda delle (1.32) diventa (k = 0):

det A= Y (=1)"an1an2...an,n (1.34)
hiha...hn

Ad esempio, per n = 3:

@11 a2 Q13
det A = o1 Q22 Q923
a31 dazz G33

= Q11022033 — Q11023032 — A21A12033 + (21013032 + A31G12G23 — A31G13G22

Pern =4

aix Qi Q13 Qa4

G21 Q22 23 Qa24
det A =

a31 32 33 aA34

aq1 Q42 Q43 Q44

= 11022033044 — 11022034043 — 011032023044 1 Q11032024043
+ (11042023034 — Q11042024033 — Q21012033044 + Q21012034043
+ 210432013044 — Q21032014043 — Q21042013034 + 021042014033 + A31012023044
— (31012024043 — A31022013044 + A31022014043 + A31042013024
— (31042014023 — Q41012023034 + A41012024033 + Q41022013034

— Q410922014033 — Q41032013024 + Q41032014023

Da cio segue che al crescere di n, aumenta la complessita del calcolo diretto del determinante.
Fortunatamente esistono teoremi che riducono tale complessita di calcolo.

Teorema 13 Se A ¢ una matrice quadrata di ordine n:

det A = det AT

17
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Dimostrazione. Siano:

aiy ... Qin
det A =

ap1 ... App

!/ /
a/ll cee alln

det AT =| ... ... ..

!/ /
a, .. a..

Per definizione di matrice trasposta:
/ JR—
Apj = Akh (1.35)

Il determinante di A:

det A = Z (—1)ka1kla2k2...ankn
kika...kn

Per la (1.35):

det A = Z (—1)* a1 o),

Erko...kn
= det AT

Teorema 14 Sia A una matrice quadrata di ordine n. Se negli indici di riga esequiamo la
sostituzione:

(1,2, ....0) — (ha, hay .o, i) (1.36)

otteniamo una nuova matrice quadrata di ordine n, che indichiamo con A'. Risulta:
det A = (—1)" det A,
essendo h il numero di inversioni della sostituzione (1.36).

Dimostrazione. Poniamo A’ = (a},,):

/ / /
a1, = Qhyry, Qop = Qhgry oooyGyy = Qp,p cON T =121
Abbiamo:
!/ } : k 1 / 1
kiko...kn
_ 1 k
- (_ ) Qhyky Qhoky - Chyky,
kiko...kn
h
=(—1)"det A
|

Ad esempio, consideriamo la matrice

18
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a1 aiz2 A3
A= Q21 Ag2 (23
a3; asz2 a33

Eseguiamo la sostituzione degli indici di riga:

(1,2,3) = (3,1,2) (1.37)
Quindi:
! _ / _ .
a1 = 431, A9 = A11, A31 = A21
/ ! /
Q91 = (11, U9y = A12 Up3 = A13
! ! !
(31 = 21, Agp = A2, Q33 = 423
Da cui:

31 a3z as3

/
A = 11 Q12 413
Q21 Q22 A23

Si osservi che la sostituzione (1.37) presenta due inversioni, quindi ~ = 2. Il determinante di
Al e

det A’ = (—=1)*det A = det A
In maniera analoga si dimostra il seguente

Teorema 15 Sia A una matrice quadrata di ordine n. Se negli indici di colonna esequiamo
la sostituzione:

(1,2,...,n) — (k?l,kg,...,k?n) (138)

otteniamo una nuova matrice quadrata di ordine n, che indichiamo con A’. Risulta:
det A" = (—1)"det A,

essendo k il numero di inversioni della sostituzione (1.38).

I due teoremi precedenti si specializzano nel seguente:

Teorema 16 Un determinante inverte il proprio segno se si scambiano due righe o due
colonne.

Dimostrazione. Poniamo:

ay; a2 ... Qaip
det A= | @1 922 - Gon (1.39)
Ap1 QAp2 ... Qpp
19
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Senza ledere la generalita, scambiamo la prima riga con la seconda, ottenendo:

ag1 A2 ... Q9p
a1 aiz2 ... Qap

det A" = " (1.40)
Ap1 QAp2 ... Qpp

Si osservi che (1.40) si ottiene da (1.39) attraverso la sostituzione di indici di riga:
(1,2,...,n) — (2,1,...,n)
Tale sostituzione ha h = 1 inversioni. Per i teoremi precedenti:
det A’ = —det A
In maniera analoga si dimostra che
det A” = —det A,

essendo det A” il determinante ottenuto da (1.39) scambiando la prima con la seconda
colonna. m

Teorema 17 Se in una matrice quadrata A(n X n) contiene due righe (o due colonne)
identiche, seque che det A = 0.

Dimostrazione. Senza ledere la generalita:

air a1 ... QAip
A _ ai;r a1 ... Qip
Ap1 Ap2 ... Qpp

Se scambiamo la prima riga con la seconda otteniamo una matrice A’ = A. Per il teorema

precedente:
det A’ = —det A

D’altro canto A" = A implica:
det A" = det A

donde:
det A= —detA=detA=0

cioe 'asserto. m

Teorema 18 Sia A (n x n) una matrice quadrata:

ai;r a1 ... Qip
A _ 21 Q29 ... QA2pn
Ap1 Ap2 ... Qpp

20
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Moltiplicando la riga i-esima per una costante X\, si ottiene la matrice

ay;pr a1 ... QAip
I / / /
A= ;G4 Qip, )
ap1  Ap2 Ann

essendo @, = ;.
C'io posto, i determinanti di A e A" sono legati dalla relazione:

det A" = \det A

Dimostrazione. Nella (1.32) troviamo un fattore A in ogni termine della sommatoria,
donde:

detA/:)\(—l)h Z (—1)kahlklah2k2...ahnkn
kika...kn

= Adet A

|
Da tale teorema segue che se gli elementi di una riga hanno un fattore comune A, questo puo
essere posto fuori del determinante:

)\(111 )\&12 . )\(lln aiy; a1 ... Qip
921 929 e Aoy -\ 21 A29 ... QA9pn
Qan1 Ap2 ... Gpn An1 Gp2 ... Qnp

Il teorema precedente si generalizza al caso della moltiplicazione di una costante per gli
elementi di una colonna. Ad esempio:

)\all a2 ... QAin aiy; aip ... Qip
)\a21 Q2 ... Q2n | \ o1 QA22 ... Q9p
Aani  Gpa ... Gpn apl Ap2 .. Gpp

Teorema 19 Se in una matrice quadrata A(n xn), gli elementi di una riga (o di una
colonna) sono tutti nulli, si ha det A = 0.

Dimostrazione. Per il teorema (18):

a1 Qa2 ... Qaip a1 Qi ... Qaip
0 0 .. 0 |=0/1 1 .. 1 |=0,
ap1 Ap2 ... Qpp Ap1 Ap2 ... QApp
donde lasserto. m
21
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Teorema 20 Se una matrice quadrata A (n x n) contiene due righe (o due colonne) pro-
porzionali, allora é det A = 0.

Dimostrazione. Qui per “righe proporzionali” intendiamo:

dX: Qg1 = )\arl, Qg2 = )\ar2> ceey g = )\amm

donde:
aiy a12 .. Q1n
ar1 Q2 Ay
detA=| .. e
)\arl )\G/T-Q . )\am
an1 An2 oo Qnn
ai;py a2 ... QAip
Ar1  Gr2 Qyrp
=A
ar1 Qr2 ... Qpp
Ap1 Ap2 ... QApp
=A-0=0
|

1.5 Minori di una matrice

Consideriamo una matrice A (m x n):

a1 12 e QAip
A — 21 A22 ... Q2p
Am1 Am2 ... Amn

Siap € N— {0} : p <min{m,n}. Quindi prendiamo p righe di indice hy < hy < ... < hy, €
p colonne di indici ky, ks, ..., kp; in tal modo resta individuato il determinante:

ahlkl (Ihlk2 ahlkp
def | Qhoky Qhoks -+ Qhok

Ahyhy.hp kika.ky = ? (1.41)
ahpkl ahp;@ (thkp

Il determinante (1.41) si chiama minore di ordine p della matrice A. Ad esempio:

A:(é _01 g) (1.42)

22
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Assumiamo:

hl - 1, hQ =2
]{31 == 2, ]{32 == 3
Quindi:
0 5
Q1223 = ~1 30

che ¢ un minore di ordine 2 della matrice (1.42).
Ora consideriamo il caso particolare di una matrice quadrata di ordine n :

a1 Qa2 ... Qaip
A _ a21 A29 ... QAgpn
Ap1 Ap2 ... Qpp

Assegnati p € {1,2,...,n — 1}, hy, ho, ..., hy, k1, ko, ..., k, abbiamo il minore di ordine p :

Ahiky  Ahiky - ahlkp
o ah2k1 ahsz athp

a’h1h2...hp,k1k’2...k‘p -
ahpkl athQ ahpkp

Al tempo stesso resta definito il minore di ordine n — p:

Qhpi1kprr  Qhpiikpyz o Qhakn
def | Qp, ok ap, 1ok . Qp k
— p+2~hp+1 p+2~p+42 nkp
ahp+1hp+2---hnvkp+lkp+2---kn
ahn karl a’hn kp+2 te ahnkn

II minore (1.44) si chiama minore complementare del minore (1.43).

complemento algebrico o aggiunto o cofattore del minore (1.43):

P

p
het ) ke
1

/ — (_ = =1
Ahyhy.. by kika.. kp — (=1)r " Qhyi1hpyohinkps1kpio.kn

Esempi numerici

0 1 12
A= -4 2 3
9 —6 14

(1.43)

(1.44)

Definiamo poi

Poniamo: hy = 1,hy = 2; k; = 1, ky = 2, per cui hpp = 3, kpp1 = 3, essendo p = 2. Percio

il minore di ordine 2:

0 1
CL12,12=’ 4 9 ‘24

Il minore complementare del minore a;52 € di ordine 1:

23
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az 3 = det (14) =14

I1 complemento algebrico di a212 €:

aI12,12 = <_1)6 asz = 14

*ok ok
Sia:
2 4 3 5
-1 -2 79
A= 3 2 9 4
-7 2 10
Prendiamo p = 2, donde: hy =1,hy =2; k1 = 1,ky = 2
2 4
a12,12 = ' 1 _9 ‘ =0
I1 minore complentare del minore a9 12 €
9 4
a34,34=‘ 10 ‘2—4
Il complemento algebrico di a2 12 €:
CL/12,12 = (_1)6 as3q34 = —4
Sia:
1 -2 9 4 0
2 3 -1 -3 2
A= 5 -4 6 -2 1
0O 8 1 5 3

6 4 9 -1 3

Consideriamo il minore del second’ordine:

3 —1
2423 =| ¢ ‘ =11
Il minore complementare di agy 23 ¢ di ordine 3:
1 4 0
CL1357145 = 5 -2 1 = —41
6 —1 3

Il complemento algebrico di ag4 23 €:

/ 6+5
(9403 = (—1)°7 ay35,145 = +41

24
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KKk

Sia
2 —10
A= 4 1
0 -1 1
Abbiamo:
2 0
12,12 = 41 ’ =2
2 =10
412,13 = 4 9 ‘ =44
0 —10
12,23 = 1 9 ‘ =10
2 0
1312 = 0 —1 ‘ = -2
2 =10
13,13 = 0 1 ‘ =2
0 -—10
Q13,23 = _1 1 =—10
0 -—10
a13,23 = 1 1 =—10
0 -—10
13,23 = _1 1 =—10
4 1
az312 = 0 — ‘ =—4
1 2
23,23 = 11 ‘ =3
azs3 = det (1) =1
a,12,12 = (_1)6 asz = —1

KoKk

La nozione di minore di ordine p si specializza nel caso p = 1. Piu specificatamente, un
qualunque elemento ayy, di una matrice A (n X n) ¢ un minore di ordine 1. Il complemento

algebrico di ayy é:

apy, = (=1)"* My,

essendo

25
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th = det Ahk

Qui Ay ¢ la matrice complementare di A :

a1 e Q1K1 a1k ai k+1 - A1p
21 cee Qg k-1 A2k a2 k+1 - A2n,
ap—-11 - QAp—1k-1 Op—1k Qh-1k+1 - QAh—1
A= : : : s m (1.46)
ap1 o Qpk—1 ank apk+1 -+~ Qhp
p4+1,1 -+ Op41k—1 Qht+1k Ah41,k+1 - Gptin
Qan1 QA k-1 Anj A k41 Qnn

cioe la matrice quadrata di ordine n — 1 ottenuta dalla (1.46) cancellando la riga h-esima e
la colonna k-esima:

a1 e Q1 k-1 a1,k+1 - Ain

21 s Q2 k-1 a2 k+1 A2n,
App, = ap-1,1 -+ Ah—1k—-1 CGp—1k4+1 -+ CGh—1pn
ah41,1 -+ Gh41k—1 Qhtlk+1l -+ Ahtin

Qn1 e An k-1 An k41 e QAnn

1.6 Teorema di Laplace

Consideriamo la matrice quadrata:

aij;r a1 ... QAip
A _ 21 Q29 ... QA2p
Ap1 Qp2 ... Qpp

Fissiamo p < n, dopodiché prendiamo p righe di indici: h; < he < ... < h,. Resta cosi
individuata la matrice p x n:

ahll ahlg ahln
CLh21 ah22 ah,m
Ah,1 Qhy2  --o Qhyn

Il numero di minori che possono essere estratti da tale matrice, ¢ pari al numero delle
combinazioni di classe p di n oggetti, cioe

(3) =5

Abbiamo quindi:

26
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Qhyhy...hyp k1 ks kip

essendo k; < kp < ... < k, una qualunque combinazione di classe p di 1,2, ...,n. Cio posto,
sussiste il Teorema di Laplace:

Teorema 21

. /
detA - z : ah1h2~~-hp7k1»k'27--~7kpa’h1h2...hp,k1,k‘g,...,kp (147>
kika...kp

Dimostrazione. Omessa. ®
Nel caso speciale p = 1, la (1.47) si scrive:

det A =) "apay, (1.48)
k

che esprime lo sviluppo di un determinante secondo gli elementi di una riga assegnata (somma

degli ( " ) = n prodotti dei singoli elementi per i corrispondenti complementi algebrici).

1
In maniera analoga si dimostra lo sviluppo secondo gli elementi di una colonna assegnata.
Nella (1.48) aj, ¢ il complemento algebrico del minore ap, ed ¢ dato dalla (1.45) che
riscriviamo:

det Ahlm h + k pari

¢ \htk _
ap, = (—1)77 det Apy { —det Ay, altrimenti

La relazione precedente suggerisce la seguente

Definizione 22 Un elemento ay di una matrice quadrata, si dice di posto part o di posto
dispari se h + k ¢ pari o dispari rispettivamente.

Esempi
1 -1 2
A= 3 9 2
-2 1 5

Sviluppiamo il determinante di A secondo gli elementi della prima riga:

- 9 2 -1 3 2 3 9|
detA—(+1)-) 15 '+(—1) |y 5 '+2‘ 9 1 ‘_104,
poiché:

9 2

dy = (—=1)" A = (+1) 15 ‘
3 2

A9 = <_1)3 A12 = (_1) —92 5 ’
3 9

A9y = (—1)4 A13 = (—l—l) 9 1 ‘
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Calcoliamo il determinante

A=l

4

okok

1
3
3

5

-2 3
1 -4
-2 35
7 —6

Sviluppando secondo gli elementi della seconda colonna:

2 1 -4 1 -2 3 1 =2 3 1 -2 3
A=—-—| -1 -2 5 |+3| -1 -2 5 |—-3|2 1 —-4|+5| 2 1 -4
4 7 —6 4 7 —6 4 7 —6 -1 -2 5
Risulta:
2 1 -4
-1 =2 5 |=-36
4 7 —6
1 -2 3
-1 -2 5 | =—-48
4 7 —6
1 -2 3
2 1 —-4]1=60
4 7 —6
1 -2 3
2 1 —4|=0,
-1 -2 5
donde:
A = —288

1.7 Altre proprieta delle matrici

Sia A (n X n) una matrice quadrata di ordine n. Senza ledere la generalita supponiamo che
a;; € R. Fissiamo arbitrariamente p € N : p < mn, e le righe: hy < hy < ... < hy:

a1

ahll
ahzl

Q1

Q12

ah12
ah22

QAp,2

Ap2

28

Q1n

Ahyn
Ah,n

(1.49)

Ah,n

ann
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Fissiamo I’attenzione sulle p righe:

(ahrb Ap,25 --ns ahrn) con r = 17 2a P

Se A1, Ag, ...\, € R, consideriamo le combinazioni lineari:

b1 = )\1ah11 —+ )\gah21 + ...+ )\pahpl
b2 = )\1&}“2 + )\gah22 + ...+ )\pahPQ
bn = )xlahm + )\gahw + ...+ )\pahpn

Indichiamo con B la matrice ottenuta da (1.49) con la sostituzione

(@i1, Gigy ooy Qi) — (@1 + b1, aip + by ooy @i + by

per un assegnato ¢ € {1,2,....n} — {hy, he, ..., h,}. Sussiste il

Teorema 23

det A =det B

Dimostrazione. Omessa. ®
Un caso particolare é:

(i1, Qigy .oy Qin) — (@31 + A1, Qig + Ay, ooy Qin, + Ay

essendo 7,7 € {1,2,...,n} con i # n. Tale sostituzione produce la matrice:

alq a12 Q1p
C=| an+Xay aip+Aayr ... @iy + Aap
an1 [(47%)) QApn
Si ha:
detC' =det A
Esempi
1 2 5
A= -4 1 1
2 1 -1
1 2 5
detA=] -4 1 1 |=-36
2 1 -1

Fissiamo p = 2, hy = 2, hy = 3. Quindi:

29
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by =X+ (—4) + X2 (2)
by = A1~ (1) + As - (1)
by = A - (1) + Ay - (=1)

Assumendo (A1, A2) = (1,2):

by =0,by =3, by =—1

Per ¢+ = 1:
1 5 4
B=| -4 1 1
2 1 -1
Un calcolo diretto porge:
det B = —36
kok
Sia:
1 -1 0
A=12 1 1
3 7 2
1 -1 0
detA=]2 1 1|=-4
3 7 2

Eseguiamo la sostituzione:

(a11, ara, a13) — (@11 + Aagy, @12 + Aasgg, a13 + Aags)

Per A\ =1

(1,—1,0) — (3,0,1)
donde:
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Per A\ = —1/2

27 2
donde:
08 -3
C=1121 1
37 2
03 -
detC=12 1 1 |=-4
3 7 2

Eseguiamo la sostituzione:

(@21, asg, ag3) — (a9 + Aajq, ags + Aaja, ass + Aags)

Per A\ = —2:
(2,1,1) — (0,3,1),
donde:
03 -
D=2 1 1
3 7 2
1 -1 0
detC =0 3 1|=-4
3 7 2

Osservazione 24 [ teoremi precedenti continuano a valere mel caso di sostituzioni per
colonna. Ad esempio:

1 2 3
A=\ -1 1 4
5 21
1 2 3
detA=| -1 1 4 |=14
5 21

FEseguiamo la sostituzione per colonna:

(@11, a1, a31) — (@11 + Aaia, as; + Aagg, as; + Aag)

PerA=1
(17 _175) - (3707 7)7
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donde:

1 33
B=| -1 0 4
5 71
1 3 3
detB=| -1 0 4 |=14
5> 71

Teorema 25 Sia A(n xn) epe€ {1,2,....n—1}. Fissiamo quindi hy < hy < h,.
P
Fip € {1,2,...,n} : (aig1, Qig2y vy Qign) = Z)\j (ahjl,ahjg, ...,ah].n) = detA=0
j=1

p
djo € {1,2, ,n} : (aljo,agjo, ...,anjo) = Z)\l (alhi,aghi,...,anhi) — det A=0
=1

Dimostrazione. Omessa. m
Secondo il teorema precedente, un determinante & nullo se una riga (o una colonna) e
combinazione lineare di altre righe (o di altre colonne). Ad esempio:

5 7 19
A= 1 2 5
1 1 3
Qui e:
(5,7,19) =2(1,2,5) +3(1,1,3),
donde

detA=0

come confermato da un calcolo diretto.
Teorema 26 Siano A, B matrici quadrate di ordine n.
det (A- B) = (det A) - (det B)

Dimostrazione. Omessa. m

1.8 Inversa di una matrice

Consideriamo la matrice quadrata di ordine n :

a1y a2 ... QAip
o1 Q22 ... Qa2
A= » | (1.50)
Ap1 Ap2 ... Qpp
32
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Secondo la (1.45) per ogni elemento ap, resta univocamente definito il suo complemento
algebrico aj,:

Apr — G;Lk = (—1)h+k det Ahk

Resta cosi definita la matrice quadrata di ordine n:

T
/ / /
ay;;y Qg ... Aq,
/ !/ /!
A(a) déf CL21 a22 e a2n
/ / /
Ap1 Apo oo App,

che si chiama matrice aggiunta della matrice A. In altri termini, la matrice aggiunta e la
trasposta della matrice dei complementi algebrici.

Definizione 27 Una matrice quadrata é non singolare se il suo determinante ¢ non nullo.
Nel caso contrario, la matrice e singolare.

Definizione 28 Sia A una matrice quadrata di ordine n. Se A é non singolare, si definisce
inversa di A e si indica con A~' la matrice quadrata di ordine n tale che:

AAT T =AtA =],
essendo I,, la matrice identita di ordine n.

Proposizione 29 Sia A una matrice quadrata di ordine n non singolare. La sua inversa e:

o, AW
~det A

(1.51)

Dimostrazione. Omessa. ®m
kkok

Definizione 30 Una matrice quadrata di ordine n si dice tnvolutoria se coincide con la
Propria INVErsa:

A=A A2=1

Esempi

Sia
1 -1 0

A= 4 3 =2
2 2 5
det A =43

La matrice aggiunta e:
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19 5 2
AW = 24 5 2
2 -4 7
Quindi I'inversa:
19 S5 2
-1 T |
8 _AE _@i %
43 3 43
ok ok
Sia
1 2 3 4
5 6 7 8
A= 9 10 11 12
13 14 15 16
La matrice aggiunta e:
0000
0000
(a) —
AT = 0000
0000

Si osservi che det A = 0, per cui la matrice e singolare e come tale e priva di inversa.

1.9 Rango di una matrice
Se A(n xn) # 0 per § 1.5 esistono minori di ordine p = 1,2, ..., min {m, n}.

Definizione 31 Dicesi rango o caratteristica di A, l’intero naturale:

r(A) Yy,

essendo ps = max {p} : i minori di ordine p~. sono non nulli.
Da tale definizione segue che se r (A) = p-, significa:

1. Esiste almeno un minore di ordine p~ non nullo;

2. se p> < min{m,n}, i minori di ordine p~ + 1, p~ + 2, ..., sono tutti nulli.

34
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1.10 Esercizi proposti

1.10.1 Operazioni sulle matrici e classificazione delle matrici

(per alcune soluzioni consultare ’Appendice A)

1 2 -10 3 —41 2 4 -2 0 2
40 2 1 )+[1 5 0 3 |=[5 5 24];
2 =5 1 2 2 —2 3 -1 4 -7 41
1 2 -10 3 —41 2 -2 6 -2 -2
40 1L)]—(1 5 0 3 |=3 -5 2 —2];
2 =5 1 2 2 —2 3 -1 0 -3 —2 3
1 2 —-10 3.6 =30
314 0 2 1 |=12 0 6 3 |;
2 =5 1 2 6 —15 3 6
1 2 —-10 -1 -2 1 0
-4 0 2 1 |=| -4 0 -2 -1
2 =5 1 2 -2 5 -1 -2
XKk
1
(2 31)-| -4 |=-12
-2
1 2 3 1
-4 ]1-(231)=| -8 —12 —4 |;
—2 —4 -6 -2
42 6 -9
(231)- 101 -7 10 |=(19 13 16 —14)
53 8 -1

)(2)-(2)

Date le matrici:

calcolare la matrice prodotto AB.
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Date le matrici:

determinare:

Date le matrici:

A:

1 2 -3 =2
A: 3 4 ,B: 1 _5 )
5 6 4 3
p q
D= r S cA4+B—-D=0
t u
Kook
1 2 -3 3 —1 2 4 1
5 0 2 , B = 4 2 5 |,C= 0 3
1 -1 1 2 0 3 1 -2

determinare: A+ B, A — C, —2A. Verificare I'identita:

A+(B-C)=(A+B)-C

Determinare una matrice D tale che:

Verificare le identita:

Date le matrici:

A+D=B
D=DB-A
D=—(A-DB)
kokok
1 -1 1 12 3
A=| -3 2 -1 |;B=[21 6
—2 1 0 12 3

verificare la non commutativita del loro prodotto.

Soluzione
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AB =

o O O
o O O
o O O

1-6—-6 —-1+4+3 1-2
BA=1| 2-12—-12 —-248+46 2-4
1-6-6 —-1+4+3 1-2

—11 6 -1
=| —-20 12 -2 |,
—11 6 -1
cioe AB # BA.
*okok
Date le matrici:
1 -2 2 1 4 10 2 1 -1 -2
A=12 1 -3 )|,B=(2 1 11|, C={(3 -2 -1 -1 |,
4 -3 -1 1 -2 1 2 2 -5 -1 0
verificare I'identita matriciale:
AB = AC
Soluzione
Procediamo per calcolo diretto:
-3 -3 0 1
AB = 1 15 0 =5
-3 15 0 -5
-3 -3 0 1
AC = 1 15 0 =5
-3 15 0 -5
koK
Date le matrici:
1 1 -1 1 3
A=12 0 3 |,B=| 0 2 ,02(5(2)_32 _14)
3 -1 2 -1 4

verificare 'identita (proprieta distributiva rispetto alla moltiplicazione righe per colonne):
A(BC)=(AB)C
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Soluzione
Procediamo per calcolo diretto:

2 1
AB=1| -1 18
1 15

4 4 4 -7
(AB)C = [ 35 —2 —39 22
31 2 —27 11
7 2 -3 -1
BC=|4 0 -4 2

7 -2 —11 8

4 4 4 -7
ABC)=| 35 —2 -39 22
31 2 —27 11

*kok

Date le matrici (1.52) verificare la proprieta distributiva della moltiplicazione righe per
colonne rispetto all’addizione di matrici:

A(B+C)=AB+ AC (1.53)
Soluzione
7 0 4
B+C=\4 5 7
3 =2 6
Quindi:
16 0
A(B+C) —4 32
-7 3
Determiniamo il secondo membro della (1. 53)
5 3 3
AB=| 19 -5 16
1 =3 0
1 13 -3
AC=1 22 1 16
5 —4 3
da cui:
6 16 0
AB+AC = | 41 —4 32
6 -7 3
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Koksk

i 0
A:(Oi)’

essendo i = v/—1, determinare A" per n € N.

Soluzione
o (% 0 ¢ 0y (-1 0 L
A_(Oi)(Oi)_(O —1)_ 1
3 (-1 0 1 0 .
(3 ) ()
4 34 (-1 0 ¢t 0\ (1 0\
w—wa= (05 )= (0 1)t

Data la matrice:

Da cio segue:

n e pari = A" = +]
n e dispari = A" =+ A

Precisamente:

A =]
At =+1
A =41
AV =T

da cio segue:

A=+1, sen=4p VpeN
A= -1, sen=4p+2 VpeN

In maniera simile si dimostra che:

A"=+4A, sen=4p+1 VpeN
A= —-A, sen=4p+3 VpeN

sokk
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Assegnate le matrici:

2 -3 =5 -1 3 5 2
A= -1 4 5 , B= 1 -3 -5 |, C=| -1
1 -3 —4 -1 2 5 1
verificare che A e B commutano e che AC = A, CA=C.
Soluzione
2—-345 —-6—-—9—-15 10+15—25
AB = 1+44—-5 —-3-12415 —5—-20+25
—1-344 34+9-—-12 5415 —20
000
=100 0
000
2—-34+45 —-6—-9-15 10+15—25
BA = 1+44—-5 —-3—-12415 —-5—-20+25
—1-34+4 3+9-12 54 15— 20
0 00
=100 0
0 00
Cioe AB=BA=0.
2 -3 =5
AC=| -1 4 5 =A
1 -3 —4
2 -2 —4
CA=| -1 3 4 =C
1 -2 =3
KKk
Assegnate le matrici:
a b

A:(b a

verificare che A e B commutano.
a b

Soluzione
a b
AB = ( b a > < b a >

ac+bd ad+ be
bc +ad bd+ ac

ca+db cb+da
da+cb db+ ca

c d
)oo=(i

), con a,b,c,d e R

BA
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donde:

Va,b,c,d € R, AB = BA

Kok
Verificare che la matrice:
2 -2 —
A= -1 3 4
1 -2 -3
¢ idempotente.
Soluzione
2 -2 -4 2 -2 4
A= -1 3 4 |-| -1 3 4
1 -2 -3 1 -2 -3
2 -2 4
= -1 3 4 — A’=A
1 -2 -3
Skokosk
Verificare I'idempotenza delle matrici:
2 -3 -5 -1 3 5
A= -1 4 5 , B= 1 -3 =5
1 -3 —4 -1 3 3
Per la matrice A:
2 -3 -5 2 -3 -5
A= -1 4 5 || -1 4 5
1 -3 —4 1 -3 —4
2 -3 -5
= -1 4 5 =A
1 -3 —4
Per la matrice B
-1 3 5 -1 3 5
B? = 1 -3 =5 |- 1 -3 -5
-1 3 -1 3 3
-1 5
= 1 -3 -5 | =8B
-1 3 3
41
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Kokk

Dimostrare la seguente proposizione:

AB = A, BA= B)= (A, B sono idempotenti

Soluzione

AB = A= A(BA) = A

Per la proprieta distributiva rispetto alla moltiplicazione tra matrici:
(AB)A=A
Ma AB = A, donde:
A =A
da cui I'idempotenza di A. Passiamo alla matrice B:

BA=DB = B(AB) =B

Per la proprita distributiva:

(BA)B=1B
Ma BA = B, donde:

B? =B,
da cui 'idempotenza di B.

sokk

Verificare la nilpotenza di ordine 3 della matrice:

1 1 3
A= 5 2 6
-2 -1 -3
Soluzione
42
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1 1 3 1 1 3

A? = 5 2 6 5 2 6
-2 -1 -3 -2 -1 -3
0O 0 o0
= 3 3 9
-1 -1 -3
0O 0 o0 1 1 3
A3 = 3 3 9 5 2 6
-1 -1 -3 -2 -1 -3
000
=100 0],
0 00
donde 'asserto.
kookok

Assegnata la matrice quadrata:

verificare che e soluzione dell’equazione matriciale:

X% —4X —5I; =0

Abbiamo:
1 2 2 1 2 2
A2=1 21 2 2 1 2
2 21 2 21
9 8 8
=1 8 9 8
8 8 9
Quindi:
A% —4A — 514
9 8 8 4 8 8 5 0
=18 98 |—-[848]|]—-]105
8 8 0 8 8 4 00
000
=100 0
000
43
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Cioe:

A2 —4A—51,=0

kkk
Assegnata la matrice:
2 1 3
A= 1 -1 2
1 2 1

verificare che ¢ soluzione dell’equazione matriciale:

X3 —2X?2_90X =0

Abbiamo:
2 1 3 2 1
A2=[1 -1 2 |- 1 =1
1 2 1 1 2
8 7 11
=1 3 6 3
5 1 8
8 7 11 2 1
A=1[3 6 3 1 -1
5 1 8 1 2
34 23 49
= 15 3 24
19 20 25
Quindi:
000
A3 —24%2 -9A=10 0 O
000
oKk
Verificare che la matrice:
1 -3 —4
A= -1 3 4
1 -3 —4
e nilpotente di ordine 2.
Soluzione
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A2=| -1 3 4 -1 3 4
1 -3 —4 1 -3 —4
000

=100 0
000

kookok

Verificare che le matrici:

1 2 3 —2 -1 —6
A= 3 2 o |, B=| 3 2 9
1 -1 -1 1 -1 —4

commutano, e che il loro prodotto e la matrice identita.
Soluzione

Abbiamo:
1 2 3 -2 -1 -6
AB = 3 2 0 . 3 2 9
-1 -1 -1 -1 -1 —4
1 00
=1 010
0 01
-2 -1 -6 1 2 3
BA = 3 2 9 . 3 2 0
-1 -1 —4 -1 -1 -1
1 00
=1 010
0 01
Kok
Verificare che le matrici:
1 1 2 2/3 0 -1/3
A= 2 3 2 |,B= -3/5 2/5 1/5
-1 2 4 7/15 —1/5 1/15

commutano, e che il loro prodotto e la matrice identita.
Soluzione
Abbiamo:
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11 2/3 0 —1/3
AB=| 2 3 —-3/5 2/5 1/5
~1 2 7/15 —1/5 1/15

2/3 0 —1/3 1 12
BA=| -3/5 2/5 1/5 |-| 2 3 2
7/15 —1/5 1/15 ~1 2 4
100
=1010
00 1
kkk

Verificare che le matrici:

a=(y o )ee=(0 )

anticommutano. Inoltre si dimostri che:

VA, B : A e B anticommutano, (A+ B)* = A% + B?

Soluzione

as= () ) (4 )
(2 24)
pa=(3)(5 )

Se A, B sono due qualunque matrici che anticommutano:

(A+B)?=(A+B)-(A+B)
— A2+ AB + BA + B?
— A2+B2
BA=—AB

kokosk
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Assegnate le matrici:

01 0 —1 1 0
Alz(l O)jAQ:(Z O>;A3:<O_Z)7

verificare che ciascuna anticommuta con le altre. Piu precisamente:

AzAJ_{ —A]Az 8627&]

22
I

N

[\OR v}

|
_o PR O =R O O
N~ N

O = O = O = = O

&
I

I sei=7
Soluzione
Abbiamo:
7 0
Az = ( 0 —i )
—i 0
AyAy = ( OZ Z. ) — A A,
0 —i
A = ( i 0 )
0 i
A3A1 = ( i 6 ) - _A1A3
0 -1
Az = ( -1 0 )
AsAy = ( = —AyA;

KKk

Determinare le matrici che commutano con D = diag (1,2, 3).
Soluzione

Sia
11 aiz2 A3
A= 21 Ag22 A3
a31 dasz2 G33
Quindi:
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ann 2a12 3ais
AD = 91 2@22 3&23
as; 2aszy 3ass
aii a12 13
DA = 2(121 2&22 2&23
3&31 3(132 3@33

A e D commutano se:

a1z = 2a12
a13 = 3a;3
AD = DA < 91 = 2&12
as; = 3as;

3@32 = 2@32

Cioe
a1 0 0
A= 0 2ay3 O , Vay, ags, as3
0 0 3@33

Ridefinendo (in forza della loro arbitarietd) aii, ase, ass:

a1 0 0
A= 0 929 0
0 0 ass

Il risultato precedente si generalizza al caso di una matrice diagonale di ordine n. Precisa-
mente, la pitt generale matrice quadrata di ordine n che commuta con D,, = diag (di1, da2, ..., dny)-

ai; 0 ... 0
A, = 0 a9 0
0 0 . au
kokok

Determinare I'inversa della matrice ( 2 ) applicando la definizione.

3 4
Soluzione
Imponiamo
1 2 a by (10
3 4 c d) \0 1
Cioe:
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{ a+2c=1

3a+4c=1
b+2d=0
3b+4d =1

Risolvendo entrambi i sistemi lineari:

(a,¢) = (-2,2) C(bd) = (1,_%) |
(53) =(ah ie)

donde:

* koK
Assegnata la matrice:
0 1 -1
A=1 4 -3 4
3 -3 4
verificare che e involutoria.
Soluzione
Abbiamo:
A2=A-A
0o 1 -1 0 1 -1
=14 -3 4 - 4 -3 4
3 =3 4 3 -3 4
1 00
=1 010
0 01
* Aok
Assegnate le matrici:
1 147 243 7 147 2—-3
A= 1—1 2 —1 , B= 147 2 1
2—3i 1 0 —2—-3% -1 0
verificare che A e hermitiana, e B antihermitiana.
Soluzione
Abbiamo:
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1 140 2-3i

A= 1+i 2 i

243i —i 0
1 140 2+43i

A = 1—-i 2 —i = A
2-3i i 0
i 1+i 2—3i
BY = -1+i 2i 1 =-B

—-2—-3 -1 0

1.10.2 Minori e complementi algebrici

Assegnata la matrice:

1 2 3 4 5
6 7 8 9 10
A= 11 12 12 14 15
16 17 18 19 20
21 22 23 24 25

Determinare il minore complementare e il complemento algebrico del minore del terzo ordine

145,135+
Soluzione
Abbiamo:
1 3 5
145135 = 16 18 20 (154)
21 23 25

Il minore complementare di (1.54) ¢ il minore del second’ordine:

79
a23,24:‘ 19 4‘:—10

Il complemento algebrico:

1+4+5+1+3+5 a

CL/145,135 =(-1) 23,24 = —02324
Kok
Assegnate le matrici:
-1/3 —=2/3 —2/3 -4 -3 -3
A= (a;) = 2/3 1/3 =2/3 |;B=(by) = 1 0 1 ,
2/3 -2/3 1/3 4 4 3

verificare che i complementi algebrici degli elementi di A, B soddisfano rispettivamente le
proprieta seguenti:
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/ — .. / — ..
A5 = Qij, U5 = bji
Soluzione

Per la matrice A:

, 1 2 2
an:—g—@u, a12:—§:a12, 13 = = Qy3
, 2 1 2 ,
Aoy = — = Ao, Qoy = — = (92, (oa = —— = @
21 21, Woo 22, Wog 23
3 3 3
2 2 2
! _ ! _ _ !
a3y 3= agy, gy = 3= 22, Q33 = = Q33

In maniera analoga per la matrice B.

kkok

Assegnata la matrice:

A:

[ N gy
N W DO
N DN W

Determinare i cofattori dei singoli elementi, nonché la matrice inversa.
Soluzione

Abbiamo:
3 2 2 2 2 3
“/11_‘2 2‘—2 “12—_'1 2‘__2 “/13_’1 2‘_1
2 3 1 3 1 2
“/21:_‘2 2‘:2 “/22:_‘1 2‘:_1 a/23:’1 2‘:
2 3 1 3 1 2
a31:+'3 2':_5 ag‘>2_—‘2 2‘:4 “33:‘2 3‘:
La matrice aggiunta e:
2 2 =5
AY =1 -2 -1 4
1 0 -1
L’inversa:
71:A(a)
det A
Calcolo del determinante:
1 2 3 1 2 3 1 2
detA=|2 3 2|=]2 3 2 :—‘2 3‘:—1—1
1 2 2 00 -1
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Quindi:

Assegnato il determinante

bc a* a
A=|b ca V|,

& A2 ab

si moltiplichino le sue colonne per a, b, c. Quindi, raccogliendo il fattore comune di ciascuna
riga, si dimostri che:

bc ab ac
A=|ab ac cb
ac be ab
Soluzione
Abbiamo:
be a? a? abe a® a?
aA=al b® ca V*|=]|ab® ca b
A ab ac® & ab
abe a® a? abc a*b a?®
abA =b| ab®> ca V* | =1 ab® bea b?
ac® & ab ac® bc?  ab
abc a?b a? abc a?b a’c
abcA = c| ab® bea b | = ab® bea cb?
ac® b ab ac® b abe

Raccogliendo i fattori comuni per singola riga:

bc ab ac bc ab ac
abcA =abc| ab ac ¢cb | = A=|ab ac cb
ac be ab ac be ab

KKk

1.10.3 Calcolo di determinanti del secondo ordine

2 3] 2 1| sina cosa a c+id ' a+if y+id |
1 40| -1 2| —cosa sina |” | ¢c—1id b Tl y—i0 a—if ]|
sina cosa | | cosa sina | | tana  —1 "1—}—\/5 2—\/§ ) ‘ 1 lgya
sinf3 cosfB |’ | sinf3 cosf( |’ 1 tana || 243 1—=v2 | |lg,b 1 |
a+b b+d| | a+b a—b‘. r—1 1 | w ow |
at+c c+d|'|a—=b a=b| | 22 22+z+1|]|-1 w/
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1.10.4 Calcolo di determinanti del terzo ordine

1 1 1 011 a a a 1 11 1 T 1+

-1 0 1101k —-a a x|3]1 2 3 — 1 0

-1 -1 0 1 10 —a —a T 1 3 6 1—2 0 1
1 cosy +ising  cos% +ising 1 1 1

cos§ —isin% 1 cosZ +isinZ ;| 1 w w? |

cos § —isin g cos%’T—isin%7r 1 1 w? w

1.10.5 Calcolo di determinanti di ordine qualsiasi

Determinare i valori di € R per i quali ¢ nullo il determinante:

20 1 2
1 01 -1
F@) =13 5 ¢ 1
1 11 —=x
Calcolare il determinante della matrice di ordine n:
1 0 0 ... 0
0o 2 0 ... 0
Adiag = 0O 0 3 ... 0
0O 0 O n
Skkok
Calcolare il determinante di ordine n:
0O 0 O 0 1
O 0 0 ... 1 0
An)=1] .. . v v v |, n=234 .., 4+
0 1 0 0 0
1 0 O 0 O
koskok
Calcolare il determinante di ordine n:
1 a a . a
0 2 a . a
Dn)y=10 0 3 .. a |, n=23,4,..,400
00 0 ... ..
000 ... n
kskok
53

APPUNTI INGEGNERIA GRATUITI - www.riccardogalletti.com/appunti_gratis

?

(1.55)

(1.56)



Assegnata la funzione:

n—1

fol@)=J](@—-k), conneN-{0,1},

k=0
calcolare i seguenti determinanti di ordine n + 1:

fu(0) fu(1) 2 o fuln)
a) F(n)= fn.‘(l) fn (2) fa(3) o fa(n+1)

foln) fu(n41) fa(nt2) . fu(2n)

fula) fi(x) fr(z) .. (éfl)@s)
v G = | £ )
foz) fr(x) . o SV ()

(1.57)

Assegnati a;, € R con ap # apr (k' k" = 1,2,...n), risolvere 'equazione algebrica di grado

(1.58)

(1.59)

—0 (1.60)

n—1:
1 T x? !
1 o a? ay™!
1 a a2 .. ay'|=0
1 a,, a®, .. a';
Kk
Risolvere I'equazione algebrica di grado n — 2:
1 1 1 1
1 1—= 1 1
1 1 2—x .. 1
1 1 1 e (n=1)—x
Assegnati a;, € R con ap # apr (K',k" = 1,2,...n), risolvere 'equazione algebrica di grado
n—1:
al a,2 a/3 ves CLn
a, ay+ay—2x as Ay,
aq a9 as + a3 —x ... Ay,
aq a2 as vee. Qp_1t+a, —
Kk
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Dimostrare che

o (a+1)° (a+2)° (a+3)
(DT (v +2)7 (v +3) '
52 (6+1)7 (0+2)° (6+43)°
keksk
Assegnata la matrice diagonale di ordine n:
az 0 0 .. O
0 a9 0 .. 0
Adia,g = 0 0 as ... 0 s (162)

0 0 0 .. a,

determinare la somma dei complementi algebrici degli elementi di matrice.

*okok
Assegnata la matrice di ordine n:
0 O 0 a
0 0 ... ap O
A= 0O 0 .. 0 0 (1.63)
a, 0 ... .. 0

determinare la somma dei complementi algebrici degli elementi di matrice.

kkxk

Calcolare il seguente determinante, sviluppando secondo gli elementi delle terza riga:

1 0 -1 —1
0 -1 -1 1
A= (1.64)

-1 -1 1 0

Calcolare il seguente determinante, sviluppando secondo gli elementi delle quarta colonna:

(1.65)

e )

1
2
1
1

~+ N e 8

1
1
2
1

Kok
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Calcolare il seguente determinante, sviluppando secondo gli elementi delle prima colonna:

a 1
b 0
A= c 1
d 1
kokok
Calcolare:
13547 13647
L1 98403 9853 | = 1487600
246 427 327
2. | 1014 543 443 | = —29400000
—342 721 621
3111
1 3 11
3. 113 1 =48
1 11 3
1 1 1 1
1 2 3 4
4 1 3 6 10 =1
1 4 10 20
1 2 3 4
2 3 4 1
5. 341 9 =160
4 1 2 3
1 1 1 1
1 2 3 4
6. 1 4 9 16 12
1 8 27 64
1 2 3 4
-2 1 -4 3
7. 3 4 _1 9 =900
4 3 -2 -1
21 1 11
1 3 111
8. 11 1 4 1 1|=3%
11151
11116
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

5 6 0 00
156 60
01 55 0]|=0
00116
0000 5
01 1 1
L0 ab = — 2ac — 2bc + b* — 2ba + a?
1 a 0 ¢
1 b ¢ 0
x Y r+y
Y T+y T = —22% — 293
r+y x Y
zr 0 -1 1 0
1 2 -1 1 0
1 0 z2—1 0 1|=a—a*+22—ax+1+2°
01 -1 =z 1
01 -1 0 =z
1+=z 1 1
1 1 1+2 1 | *7°
1 1 1 1—2z
1 1 2 3
1 2—2% 2 3 _ 4 2
5 3 1 5 = —12 —3x2*+ 15z
2 3 1 9—2?

cos(a—b) cos(b—c) cos(c—a)

cos (a + b) cos(b—kc; cos(c+a) | =2sin(a —b)sin(a — ¢)sin (b — ¢)

sin(a+b) sin(b+c¢) sin(c+ a)

a b ¢

0 d e

—-d 0 f

—e —f 0

2 3 n

0 3 n
-2 0 n
-2 -3 0

o7
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1 aq Q2 Qp,

1 a, + b1 a9 Qp
18. 1 aq as + bg anp

1 ay [25) ver Qp T+ bn

19. Esplicitare 'espressione analitica della funzione f, (z, x1, x2, ..

del determinante di ordine n:

fn (x;xhx% sy

20. Calcolare:

A(n) =
21. Calcolare:
A(n) =
22. Calcolare:
1 b
-1 1—-U
0 -1
¢ (b1,ba, ..., b,) =
0 0
0 0
23. Calcolare:
a
—a
An)=1| 0
0

w

w

(S8

w

w

(\V]

o o

X1

T

X1
X1

at+h a+2h

a
—a

0

a

o8

Zo Tp—1 Tn
T2 Tpn-1 Tp
x Tpn—1 Tn
Zo LTn-1 Ip
T2 Tn—1 x
n—1 n
n—1 n
n—1 n
2n —3 n
n—1 2n-—1
2 2
2 2
2 2
2
n—1 2
n
0
0
0
1—0b,_1 b,
—1 1-0,
a+(n—1)h
0
0
a

., T,,) data dallo sviluppo

(1.67)

(1.68)

, conn € N—{0}

(1.69)

(1.70)
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24.

25.

26.

27.

28.

29.

Calcolare:

Qg -1
aq T
A (n) _ a9 O
Qp—1 0
an, 0
Calcolare:
n n—1 n-—2
—1 T
A(n) = 0 —1
0 0
0 0

0 O
0 O
0 0
r —1
0 =«
3 2 1
0 0
0O 0 0
-1 =z 0
0O -1 =z

(1.71)

Sen € N—{0,1} ese fx(x) con k = 1,2, ....,n, sono polinomi su R di grado r; < n—2,

dimostrare:

fi(a1)

vala Az, ..., an € R?

fi (az)

fa(ar)  fa(az)

Calcolare (n € N — {0}):

f (.’171,372, - Tpi Y1, Y2, Jyn> =

Calcolare (n € N —{0}):

Qo

—Y

fn(x): 0 _<n_1>

Calcolare per ogni n € N—{0}
2 1
1
Dn)=|0 1
0 O
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e}

e}

ai
X1
—Y2

(n—2)as ay
0 0
0
0
0 0
0 O
0 O
1 2

fi(an)
f2 (an) =0

fn (an)

as ... Ap—1 Qap

APPUNTI INGEGNERIA GRATUITI - www.riccardogalletti.com/appunti_gratis

(1.72)
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(1.74)

(1.75)



30. Costruire il diagramma cartesiano della funzione reale di variabile reale nell’intervallo

2cosx
1

fn (x) = 0

1
2cosx
1

0
1
2cosx

0
0
0

2cosx

, (1.76)

31. Costruire il diagramma cartesiano della funzione reale di variabile reale nell’intervallo

coS T
1

In (l‘) = 0

[—2,2]:
pern=1,..7
[—1,1]:
pern=1,..,7.

1
2cosx
1

60

0
1
2cosx

0
0
0

2cosx

(1.77)
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Capitolo 2

Spazi vettoriali

2.1 Definizione assiomatica

Sia F un insieme non vuoto e K un campo (ad esempio, R o C). L’insieme F ¢ uno spazio
vettoriale (e i suoi elementi si dicono vettori) se sono definite una legge di composizione
interna x e una legge di composizione esterna n:

X:ExE—FE (2.1)
n:KxFE+—FE

La prima delle (2.1) si chiama addizione di vettori e si indica con +. Quindi:
+:(u,w)eEXEr—u+v=weEFE (2.2)
L’operazione (2.2) verifica le seguenti proprieta:

1. Proprieta commutativa.

Vu,ve E, u+v=v+u

2. Proprieta associativa.

Va,v,we E, u+(v+w)=(u+v)+w

3. Esistenza dell’elemento neutro.

HVeFE:YVuel, u+0=u

4. Esistenza dell’opposto
Vue E,3(—u) € E|—u+u=0

La seconda delle (2.1) si chiama moltiplicazione di uno scalare per un vettore:

n:(A\v)eEKXE+—— (\v)€FE (2.3)

L’operazione (2.3) verifica le seguenti proprieta:
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I Proprieta distributiva rispetto alla somma vettoriale.
Ve K,Vu,ve E, A(u+v)=\u+ v

IT Proprieta distributiva rispetto alla somma in K

VA pe K, VW eE A+puv=Av+puv

IITI Proprieta associativa
VA ue K, ¥veE Xuv)=Au)v

IV Esistenza dell’elemento neutro
JeK:VWeFE lv=v

Per quanto detto, se le operazioni (2.1) verificano le proprieta 1, 2, 3, 4 e I, II, III, 1V,
Iinsieme F assume la struttura di spazio vettoriale su K. Gli elementi di K si dicono
scalari.

Esempio 32 Consideriamo l'insieme R™ delle n-ple ordinate di numeri reali:
R" = {(x1, 29, ...,xp) :x; ER, i =1,2,...,n}
Definiamo ’operazione di addizione:
+:(x,y) e R" xR" — R"

essendo:
X = (21,72,..7,) , ¥ = (Y1, Y2, ---Yn)
Per definizione:
X+y= (xl + Y1, T2+ Y2,y Ty +yn)
Abbiamo
1L.Vx,yeR", z;+y;=yi+x; (i=1,2,....n) —= X+y=y+Xx
2. Vx,y,2 € R", 2+ (y;s + 2:) = (w5 +yi)+zi, (1=1,2,...,n) = x+(y +2) = (x+y)+z
3.30=(0,0,...,0) eR":x+0=x

4. Vx eR", I(—x)=(—21,—T2,..., —Tp) ER": —x+x=0

L’operazione di moltiplicazione di uno scalare per un vettore é cosi definita:

ax = (axy,azsy,...,ar,), a€R

e verifica le proprieta:
IVaeR, Vx,y € R", a(x+y)=ax+ay
II Va,b e R, Vx € R", (a+b)x = ax + bx
III Va,b e R, Vx € R", a(bx) = (ab) x

62

APPUNTI INGEGNERIA GRATUITI - www.riccardogalletti.com/appunti_gratis



IV Vx eR" Ix=x

Da cio seque che con le operazioni sopra definite, ['insieme R™ & uno spazio vettoriale
sul campo reale R.

Esempio 33 Consideriamo l'insieme C" delle n-ple ordinate di numeri complessi:
C" ={(z1,22,..,2n) : 2 €C, i=1,2,....,n}
Definiamo 'operazione di addizione:
+:(z,w) eC"xC"+— C"

essendo:

z = (21,20, ...2n) , W= (W1, Wy, ...wy)
Per definizione:

z+wW = (21 +wiy, 20 + W, ..., 2, + W)

E evidente che:
1. VaweC', z4+wW=w-+2z
1. Vz,w,ueC", z+(w+u) = (z+w)+u
2.30=(0,0,..00€C":z2+0=2z

3. VzeC', I—z=(—21,—22,...,—2,) EC": —z+2=0

L’operazione di moltiplicazione di uno scalare per un vettore € cosi definita:

az = (az1,azg,...,az,), a€C

e verifica le proprieta:
IVaeC,vVx,y e C", a(z+w)=az+aw
II Ya,be C,Vz € C", (a+b)z=az+ bz
I Ya,be C, Vz € C", a(bz) = (ab) z
IVVzeCr lz=12

Da cio seque che con le operazioni sopra definite, ['insieme C™ € uno spazio vettoriale
sul campo complesso C.

Esempio 34 Sia Mg (m x n) l'insieme delle matricimxn suR. Introduciamo in Mg (m X n)
l'operazione di addizione:

+:(A,B) € Mg (m xn) x Mg (m xn)— (A+ B) € Mg (m x n)
Piu precisamente:
(A= (ay), B= (b)) = A+ B = (a; +by)

L’operazione di addizione verifica gli assiomi:
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1. VA, BeMg(mxn), A+ B=B+ A
2. VA,B,C e Mg (m xn), A+(B+C)=(A+B)+C
3. 30 =(a;; =0) e Mg (m xn):VAeMr(mxn), A+0=0+A=A
4. VA= (a;;) e Mrp(m xn), I —A=(—a;;) e Mg(mxn): —A+A=0
Definiamo [’operazione moltiplicazione di uno scalare per una matrice:
n:(AA) €ERXMg(mxn)+— (M) € Mg (m x n)

Piu precisamente:

(A eR, A= (a;j)) = N = (Aa;)
Tale operazione verifica gli assiomi:
IVAeER, VA BEMg(mxn), \(A+B)=MA+ B
IV A peR, VAeMg(mxn), A pu) A= A+ uA
HI VAN peR, VA€ Mg (m xn), A(pA) = (Au) A
IVVAeMg(mxn), 1A=A

Si conclude che My (m x n) con le operazioni sopra introdotte assume la struttura di
spazio vettoriale su R.

Esempio 35 Sia P, [z] l'insieme dei polinomi su R di grado minore o uguale di n € N.
Prendiamo ad arbitrio due elementi di tale insieme:

P (T) = ag + a1z + axx® + ... + apa™
¢ (z) = by + b1 + box® + ... + b2,

essendo m,r < n. Definiamo ’addizione tra polinoma:
+ 1 (0 (%) ,¢r (1)) € Py 2] X Py [2] — (0 (%) + ¢r (7)) € Py, [2]

Senza ledere la generalita, supponiamo che m < r:

Pm (T) + ¢r (2)
= (ag +bo) + (a1 + b))z + (ag + by) 2> + ... + (@ + b)) 2™ + by 2™ 4 b

L’operazione di addizione verifica gli assiomi:
1. ¥pp ( () € Pulz], pm (2) + ¢- (2) = ¢, (z) + P (2)
2. Vpm ( (@)l () € Pul2], pm (2) + (¢ (2) + Uk (7)) = (Pm () + @ (%)) + I (2)
3. 0=0+0x+ 02® + ... + 02" | Vp,, (z) € Py [z], pm () + 0 = py, (7)

4o I (2) = (X7 aj07) € Palal, 3= pu (@) = (7L, (—aj)a?) € Pula] : —pm (@) +
Pm (x) =0

), q,
), qr
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Defintamo 'operazione moltiplicazione di uno scalare per una polinomio
n: (A pm(z)) € R X P, [2] — (App (z)) € Py, [2]
Tale operazione verifica i sequenti assioma:

IVAER, Vpp (), qr (2) € Pulz], A(pm (2) + g () = Apm () + Agr (2)
IIVA € R, Vpp (2) € Pp 2], (A+ 1) pm (2) = App () + ppi ()
HIVA, € R, Vpy, (x) € P [2], A(ppm (%)) = (Apt) pm (@)
IV Npy (2) € P [2], 1pm () = pm (2)

Da cio seque che linsieme P, [x] con l'operazioni sopra introdotte assume la struttura
di spazio vettoriale su R.

Esempio 36 Sia F (a,b) linsieme delle funzioni reali di variabile reale definite in [a,b] C R:
feF(ab)= f:]a,b]— R
Definiamo 'addizione:
+:(f,9) € F(a,b) x F(a,b) — (f +g) € F(a,b) (2.4)
Piu specificatamente:
(f+9)(x) = f(2) + g (x)

La (2.4) verifica gli assiomi:

1.Vf,ge F(a,b),f+g=9g+ [

2.Vf,g,he€ Flab), f+(g+h)=(f+g) +h

3. 30 = 0 (funzione identicamente nulla): Vf € F (a,b),f +0 = f

4. NfeF(a,b),3—f:—f+f=0
Definiamo ’operazione moltiplicazione di uno scalare per un elemento di F (a,b):

n:(\f) €R X F(a,b) — (Af) € F(a,b)

Precisamente:
(Af) (z) = Af (2),
e verifica gli assiomi:
IVAER, Vf,ge F(a,b), \(f+9) =\f+Ag
ITVA € R, VS € Flab), A+ p) f = Af + ug
HIVYA peR,VfeF(ab), AMuf)= ) f
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IVYfeF(ab), 1f=F

Con le operazioni sopra introdotte, F (a,b) assume la struttura di spazio vettoriale.

kkk
Sia F uno spazio vettoriale su K.

Proposizione 37 VA € K, A0=0

Dimostrazione.
A =X(0+0)=X0+\0=X0=0 =

Proposizione 38 Vv e £, Ov=0

Dimostrazione.

0v=(04+0)v=0v+0v=—=0v=0 m

2.2 Dipendenza ed indipendenza lineare di vettori

Sia F uno spazio vettoriale su K. Consideriamo il sistema di vettori:

Y ={vy,vo,...,v.}, conr e N-—{0}

Presi ad arbitrio r scalari \; € K (i = 1,2, ...,7), il vettore:

V=AV]+ XAoVvo+ ...+ AV,

si chiama combinazione lineare dei vettori di ¥. Cio premesso, abbiamo la seguente:
Definizione 39 Y ¢ linearmente indipendente se:
AMVi+Xve+ .+ AV, =0= X\ =X=..=)\,=0 (2.5)
Nel caso contrario diremo che 3. é linearmente dipendente. Cioé:
F(A, Aoy s A) #(0,0,...,0) : Aqvy + Aavo + ..+ A v, =0 (2.6)

Esempio 40 Assegnato lo spazio vettoriale R® (cfr esempio 32 per n = 3), mostrare che il
sistema di vettori ¥ = {vy,va,v3} con

3

Vi = (27172)7 Vo = (77__

2,3) ,v3=(-3,1,—-1) , (2.7)

¢ linearmente dipendente.
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Soluzione 41 Consideriamo l’equazione vettoriale:
/\1V1 + )\2V2 + /\3V3 = 07 (28)

equivalente a:

3

/\1 <2a ]-72) + )‘2 <7a _§a3) + )‘3 (_37 17 _1) = (070a0>7

le cui componenti formano il sistema lineare omogeneo:

2A1 +Tha —3X3 =0 (2.9)
)\1 - g)\g + )\3 == 0

20 +3X—A3=0

La matrice dei coefficienti del sistema (2.9) é:

2 7 -3
A= 1 -3/2 1
2 3 -1

La caratteristica del sistema 2.9 é p =1 (A) = 2, per cui tale sistema ammette ool soluzioni
proprie. In altri termini 3 (A1, Ag, Az) # (0,0,0) = S0 A\jvi = 0, per cui ¥ = {v;} ¢
linearmente dipendente.

Esempio 42 Assegnato lo spazio vettoriale R3, mostrare che il sistema di vettori ¥ =
{v1,va,v3} con

1
V) = <2a 172); Vo = <7a _5’3) , V3 = (_37 17 _1) ’ (210)

¢ linearmente indipendente. Esprimere altresi il vettore vy = (1,1, —1) come combinazione
lineare di 3.

Soluzione 43 Procedendo come nell’esercizio precedente, abbiamo il sistema lineare omo-
geneo:

1
)\1 - 5/\2 + /\3 - 0
2)\1 + 3)\2 - )\3 == 0,

la cui matrice dei coefficienti é:

2 7 -3
A= 1 -1/2 1
2 3 -1
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Qui ¢ det A = 4, percio p = 3 = n (numero di incognite). Pertanto il sistema 2.11 am-
mette solo la soluzione impropria (A1, Ao, A\3) = (0,0,0); da cio seque che ¥ ¢ linearmente
indipendente. Per la seconda domanda, poniamo:

V4 = U1V1 + W2V + [U3V3

Tale equazione vettoriale puo essere scritta come:

1 1
241 (27 172) + 2 (77 _573) + [ (77 _573) = (17 17 _1)a

le cui componenti formano il sistema lineare non omogeneo:
20+ T =33 =1 (2.12)
A — %/\2 +A3=1
20 + 30 — A3 = —1,

1l sistema 2.12 € manifestamente di Cramer, ammettendo 'unica soluzione:

5)
(Nla,u%:u?]) = (_57375) ’

donde: .
vy = —§V1 + 3vy + 5v3
Proposizione 44 (0 € ¥) = (X ¢ linearmente dipendente)
Dimostrazione. 3h € {1,2,....,r} : v;, = 0. Quindi:
VA, € K —{0}, Ovi+0ve+..+0vp g1 +A0+0vpy+...+0v, =0

Abbiamo cosi trovato una r-pla discalari (0, 0, ...0, Ay, 0, ..., 0) non tutti nulli tali che >, _, Apvy =
0, donde 'asserto. m

Proposizione 45 (3vy,, vy € ¥ : vy, = pvg, p € K —{0}) = (¥ ¢ linearmente dipendente)

Dimostrazione. Senza perdita di generalita, supponiamo che h < k. FKEseguiamo la
combinazione lineare di vettori di X :

Ovi+ ...+ (=1) vy + ... + pvg + ... + Ov,
= —UVE + uvg + 0

= (=p+p) vi
:OVk
=0

Nell'ultimo passaggio abbiamo applicato la proposizione 38. Abbiamo quindi trovato una
r-pla di scalari:

(s ooy Moo My oo A) = (0, ey =1y ooy 1,000, 0) # (0,.,0,..,0,....0) 1 >~ Av; = 0,
i=1
donde Passerto. m
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Proposizione 46 (X ¢ linearmente dipendente) <= (X' C X : X' ¢ linearmente dipendente)

Dimostrazione. La condizione & necessaria.
Hp: 3¥" C ¥ : ¥ & linearmente dipendente.
Th: X é linearmente dipendente
Sia:
E/ = {Vhl,Vh2, ...,Vhp} s
essendo:
hie{l,2,..,r}, i=1,2,.p<r

Per ipotesi 3 (An,, Ang, .-y An, ) # (0,0, ...,0) :

hp
Z )\hkvhk =0

k=h1

Posto H = {hy, ha, ..., h,}, si consideri la seguente combinazione lineare:

Z/\kvk = Z)\kvk + Zka =0
k=1

keH kg¢H

Abbiamo cosi trovato una 7-pla di scalari non tutti nulli tali che 2221 AV = 0, donde la
tesi.

La condizione e sufficiente

(X ¢ linearmente dipendente) = (3X' C ¥ : ¥’ ¢ linearmente dipendente)

E banale, poiché ¥ D . Quindi, posto ¥/ = X, segue la tesi. m

r

Proposizione 47 | 3h € {1,2,...,r} : v), = Zﬂkvk — (

k=1
k£h

Y e linearmente
dipendente

Dimostrazione. Dimostriamo 'asserto per vj, # 0; nel caso contrario si riduce alla
proposizione 44.
Esplicitando la sommatoria:

Vi — 1V1 — f2Ve + oo = fp1Vhp—1 — a1 Vigl T oo — Ve =0
Riordinando i singoli termini:
—H1V1 — peVe + o — flp1Vao1 + Vi — a1Vl oo — v =0

Cioe:

= ()‘17 )‘27 RS) Ah—h )‘ha )\h+17 ) )‘7‘) = (_/'Lla —H2;5 -y —Hh—-1, 17 K415 - :u'l‘) : Z/\kvk =0
k=1

La r-pla di scalari (—pq, —pi2, ooy —ftn—1, L, flhs1, ---, f4r) € non nulla. m
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2.3 Sottospazio vettoriale

Sia E uno spazio vettoriale su K. Consideriamo un insieme H # () e tale che H C E. Diremo
che H e un sottospazio vettoriale di £ se:

1.Vw,weH, (v+w)eH
2.VWeH Ve K, (\v)e H

I punti 1 e 2 si esprimono dicendo che l'insieme H ¢ chiuso rispetto alle operazioni di
addizione tra vettori e di moltiplicazione di uno scalare per un vettore.

Proposizione 48 [ vettore nullo appartiene ad ogni sottospazio vettoriale di E.
Dimostrazione. Sia H un qualunque sottospazio di E. Cio implica:
Vw,weH (v+w)eH
Prendiamo w = —v, per cui 0 € H, per ogni H sottospazio di . m
Corollario 49 L’insieme Hy = {0} ¢é un sottospazio di ogni spazio vettoriale E.

Dimostrazione. Sia E uno spazio vettoriale su K. Risulta: 0 + 0 = 0; per la proposizione
37 e A0 =0, V) € K, quindi sono verificate le proprieta 1 e 2, da cui ’asserto. m

Esempio 50 Asegnato lo spazio vettoriale R3, dire quali tra i suoi sequenti sottoinsiemi &
uno sottospazio vettoriale di R3:

Hy ={(a,b,0) : a,b € R}; Hy = {(a,b,c) eR*: a+b+c=0}, H3={(a,b,c) ER®: a>0};
Hy ={(a,b,c) eR3: a*> + V> +* <1}

Soluzione 51 Prendiamo ad arbitrio due elementi di Hy:
v =(a,b,0), w=(cd,0)

Risulta:
v+w=(a+c¢b+d0)= (V+w) e H

Preso ad arbitrio A € R:
Av = (Aa, Ab,0) € H

Si conclude che Hy ¢ un sottospazio di R3.
Consideriamo Hy. Per ogni v = (a,b,c) € Hy, w = (d,e, f) € Hy, la somma é:

v+w=(d,b, ),

essendo:
ad=a+d V=0b+e, =c+f
Risulta:
d4+b+d=(a+b+c)+(d+e+f)=0
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Quindi:
Vv,w e Hy, (v+w)e H, (2.13)
Per ogni A € R e per ogni v € R3:
AV = (Aa, Ab, Ac) ,
ed é tale che:
Aa+ A+ Ae=Aa+b+c)=0,

per cui:
Vv € Hy, VAER, (A\v) € Hy (2.14)

Le (2.13)-(2.14) implicano che Hy ¢ un sottospazio vettoriale di R3.
L’insieme Hs é:
Hy = {(a,b,c) eR*: a >0}
Quindi:
VA € (—00,0), Vv = (a,b,c) € Hy, \v = (Aa, \b, A\c) con Aa < 0= (Av) ¢ Hj
Si conclude che Hs non ¢ un sottospazio vettoriale di R3.
L’insieme H, é:
Hy= {(a,b,c) eR*: a®>+ b+ <1}
Abbiamo:
Vv = (a,b,c) € R* Vw = (d,e, f) €ER®, v+w = (d,V, (),
essendo:
ad=a+d V=b+te, =c+f

Da cio seque:

A+ 02+ =(a+d)’+ (b+e)’ + (c+ f) (2.15)
= f(a,b,c)+ f(d,e, )+ 2 (ad + eb+ cf)
Nella (2.15) é:
fley,z) =a® +y° 4 22
Deve essere:
V(a,b,c),(d,e,f,) € H47 f(a,b,c),f(d,e,f) S 17
per cui:
a?+V*+?<2(1+ad+eb+cf) = (3(a,b,c),(de, f,) € Hy:a? + b7+ ? > 1)

(2.16)
La (2.16) implica che Hy mon ¢é un sottospazio vettoriale di R®.

Esempio 52 Consideriamo lo spazio vettoriale Mg (n x n) (es. 84). Dire quale tra i
sequenti suoi sottoinsiemi sono sottospazi vettoriali:
Hg(nxn)={A€Mg(nxn): A e simmetrica}
Hy ( )={AeMgr(nxn): AX = XA}, con X € Mg (n x n)
Jr(nxn)={AeMg(nxn): detA=0}
Jh(nxn)={A€eMpr(nxn): A>=0}

r(nxn
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Soluzione 53 VA = (a;j),B = (b;;) € Hg (n x n), A+B = (¢;; = a;; + b;) = (A, B simmetriche) =
(cji = aji +bj;), quindi:

VA,BeHg(nxn), (A+B) € Hg(n xn) (2.17)
Inoltre: YA € R, VA = (a;;) € Hg (n x n), (M) = (Aa;;) = (Aaji), percio:
VAeR VA€ Hg (nxn), (M) € Hg(n xn) (2.18)

Le (2.17)-(2.18) implicano che Hg (n x n) € un sottospazio vettoriale di Mg (n x n).
L’insieme H (n x n) ¢ l'insieme delle matrici di Mg (n X n) che commutano con un’asseg-
nata matrice X € Mg (n x n).

Risulta: VA, B € Hi (n xn), (A+ B)X = AX +BX = XA+ XB =X (A+ B), donde:

VA BeHy(nxn),(A+B)X=X(A+B)=— (A+ B)eVA,BeHy(nxn) (2.19)

Inoltre: YA € R, VA € Hp (nxn), (M) X = A(AX) = A(XA) = AX)A4A = X (\A4),
donde:

VAeERVAeH, (nxn), M) X =X (A\) = (M) € H} (n x n) (2.20)

Le (2.19)-(2.19) implicano che Hf (n x n) é un sottospazio vettoriale di Mg (n x n).
L’insieme Jg (n X n) ¢ l'insieme delle matici di Mg (n X n) a determinante nullo. Risulta:

(A, B € Jg(nxn): det(A+ B)#det A+det B=0)= (A+ B) ¢ Jg (n xn),

donde Jg (n X n) non é un sottospazio di Mg (n x n).
Linsieme Jj (n x n) & Uinsieme delle matici di Mg (n x n) idempotenti. Risulta:

VA,Be Jy(nxn), (A+B)>=A?>+ AB+ BA+ B?
Evidentemente:
JA,Be Jy(nxn), (A+B)*=A+B>+AB+BA+# (A+B)’ = (A+B) ¢ Ji (nxn),
donde Jg (n X n) non é un sottospazio di Mg (n x n).
Esempio 54 Sia C (a,b) l'insieme delle funzioni reali e continue in |a, b]:
C(a,b) ={f:]a,b] = R| f & ivi continua}

Introducendo le operazioni di somma di vettori e moltiplicazione di uno scalare per un vettore,
C'(a,b) assume la struttura di spazio vettoriale. Ora consideriamo l'insieme delle funzioni
reali derivabili in [a,b)]:

H=A{f:a,b] = R | f ¢ i derivabile}
Risulta:
(Vf € H, f é derivabile in [a,b]) = (f é continua in [a,b]) = H C C(a,b)

Inoltre H ¢ chiuso rispetto alle leggi di composizione sopra definite, da cui si conclude che
H ¢ un sottospazio vettoriale di C (a,b).
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Proposizione 55 Sia E uno spazio vettoriale su K. Se Hy, Hs, ..., H, sono sottospazi di F,
allora N}y H; € un sottospazio vettoriale di E.

Dimostrazione. Osserviamo innanzitutto che:

(Vie(1,2,...n), H;CE)=(H;CE

i=1

(VWw,2weH, (i=12,..,n)=—v,wE ﬂHi

=1

Inoltre H; e un sottospazio di F, quindi:

(v+weH, (i=12,..,n)= (Vv+w)E€ ﬂHi

(VA€ K, (W)eH; (i=12.n)= (\v)e[|H,

=1

donde lasserto. m

Teorema 56 Sia ¥ = {vi,Vs,...,V,.} un sistema di vettori di E. Sia A linsieme delle
combinazioni lineari dei vettori di X:

A déf {Z)\ZV,L ’ )\,L € K, V; € 2, ('L == 1727 T)} g E (221>

i=1
Linsieme (2.21) € un sottospazio vettoriale di E.

Dimostrazione. Presi ad arbitrio due elementi di A:

T T
vV = E AiVi, W= E WiV,
i=1 i=1

risulta:

V+W:Z(/\i+ui>vi:>(V+W)GA

=1

YAe K, \v = ZS‘M — (Av) € A, essendo \; %ef A\

i=1

donde Passerto. m

Definizione 57 L’insieme (2.21) si chiama sottospazio generato da ¥ e si indica con
Al
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Esercizio 58 Assegnato il sistema X = {vy,vq, v3} di R*:
vy =(1,-2,0,3), vi =(2,3,0,—-1), vi =(2,—-1,2,1)
provare che v € A[X], essendo v = (3,9, —4, —2).

Soluzione 59 Risulta:

veAR = (3 (A1, Ags Ag) # (0,0,0) : v = Z)\m) (2.22)

La (2.22) si scrive:
A (1,—2,0,3) + Ao (2,3,0,—1) + A3 (2,—1,2,1) = (3,9, —4, —2)
cioe:

AL+ 2X 4 2)3 = 3 (2.23)
2\ 3\ — A3 =9
04042\ = —4
3\ — Ay + A3 = —2

La caratteristica del sistema lineare (2.23) é p = 3, per cui esso é equivalente a:

AL+ 2X0 + 2X3 = 3
2\ +3M — A3 =9
040 +2X\; = —4,

che ammette l'unica soluzione (A1, A2, \3) = (1,3, —2). Si conclude che v € A[X], poiché v
st esprime come combinazione lineare dei vettori di Xi:

V:V1+3V2—2V3

kkxk

Sia ¥ = {vy, vy, ..., v,.} un sistema di vettori di E. Abbiamo la seguente:

Y e linearmente

Proposizione 60 ( indipendente

) — (VV €AX], A A A) [ V=) A, )
=1

Dimostrazione. Implicazione diretta
Hp ¥ é lin. indip.
Per definizione di spazio vettoriale generato da 3, deve essere:

vEAR = I\ Ae, M) V=D A
=1
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Se esiste una seconda r-pla di scalari (pu, fa, ..., pbr) © V.= Y. jt;V;, abbiamo il sistema di
equazioni:

.
g AV, =V
i=1

T

E Wiv; =V
i=1

Sottraendo la seconda dalla prima:
M —p)vi+ N —po)vo+ oo+ (N — ) v, =0 (2.24)
Ma ¥ ¢ linearmente indipendente, per cui la (2.24) implica:
A= =X —pp=...=XN —p =0,

cioe:
i = g, peri=1,2,....r,

da cui esistenza ed unicita della r-pla di scalari (A1, Ag, ..., Ap).
Implicazione inversa
Hp:

Vv e A[S], 3 (A Agy o M) 1V =D Ay (2.25)
i=1
Per la proposizione 48 ¢ 0 € A 3], quindi la (2.25) per v = 0 si scrive:
3! ()\1, )\2, ceey )\7«) :0= )\1V1 + )\2V2 + ...+ )\rvr (226)
L'unica 7-pla (A1, Mg, ..., A.) che verifica la (2.26) & (Aq, Aa, ..., A) = (0,0,...,0), da cui X &
linearmente indipendente. m
La proposizione (60) ci dice che se X & un sistema di vettori linearmente indipendente, ogni

vettore appartenente al sottospazio generato da X, si esprime in uno e un sol modo come
combinazione lineare dei vettori di X.

Lemma 61 Siano ¥ = {vy,va, ..., v, }, ¥ = {uy, g, ..., u,} due sistemi di vettori di E. Se
37 e linearmente indipendente e ogni suo vettore dipende linearmente dai vettori di X2, allora

ep<r.

Dimostrazione. Procediamo per assurdo supponendo che sia: p = r + 1. Per ipotesi:

=1

Scriviamo la (2.27) per j = j; € {1,2,...,7 + 1}:

u; = )\jllvl + )\j12V2 + ...+ )\jlrvr (228)
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Risulta:
..,)\jﬂ.) #(0,0,...,0)

¥ linearmente indipendente) == u;, # 0 = (\j;1, Ajy2, -

Senza perdita di generalita supponiamo che ;1 # 0. Dalla (2.28)

1 Aji2 Ajir
Vi =—u; — Vo — ... — vV, 2.29
N T A Ajit (229)
1
=W T AV e = XV
essendo: \
VI B T
/\jll
In tal modo la (2.27) diventa:
)\jlvl + Z)\jivi
i=2
_ A A\, N A
= iy uj; — Aj1 j12V2 — ... ]1 ]1T‘V7" + Z ji Vi
J1l
_ A Aj2 — A1 Air — A1
et )\jlu]1+( ]2_ ]1 ]12)V2++( j'r_ jl ]1"') 7‘
1
cioe: )
u; = ;\jlujl + ZSWVZ- per j € {]_, 2, T 1} - {]1} (230)
i=2
essendo:
Nji = Nji — AN peri=2,..,r
- iy
Ajp = 2
! /\jll
Esplicitiamo la sommatoria a secondo membro della (2.30)
P = S\jlujl +5\j2V2+5\j3V3—|—...—|—5\jrvr, perj S {1,2,...,T—|—1} - {jl} (231)
Scriviamo la (2.31) per j = jo € {1,2,...,7+ 1} — {51 }:
u;, = 5\j21u]'1 + 5\j22V2 + 5\j23V3 + ...+ S\MVT (232)
Risulta:
Nizs A )\]> £ (0,0, ...,0)

¥ linearmente indipendente) = u,;, # 0 = ()\jQQ, Aj3s -

Senza perdita di generalita supponiamo che A;,» # 0. Dalla (2.32)
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In tal modo la (2.31) diventa:

] - (1 by A Aj
— J2l j23 Jor
u; = \iuy, + Ao ; u, — =—uj, — 3
J22 J22 J22

A
Y % Y
= /\jl — ]~2 J21 u;, + #uh + )\jg - /\jQ ~]23 V3 + ... +
)\j22 )\j22 )‘j22

3
W = Nyuy, + Npug, + > Novy, per j € {1,2, 7 + 1} — {1, ja}
i=1

cloe:

essendo:

Il procedimento puo essere iterato r volte, ottenendo:

Wi, = My Wy + [ Wy, + oo+ 15,0,

vr> + XjaVs 4 o AV,

>W

(2.33)

Abbiamo quindi trovato un vettore di ¥’ che dipende linearmente dai rimanenti vettori di
Y, quindi per la proposizione 47, ¥’ & linearmente dipendente. Ma cio contraddice I'ipotesi

secondo cui ¥’ & linearmente indipendente, da qui la tesi. m

2.4 Sistemi di ordine massimo

Sia F uno spazio vettoriale sul campo K. Un sistema X = {vy, vy, ..., v,.} di vettori di E si

dice sistema di ordine massimo, se:

1. ¥ e linearmente indipendente.

2. Vp>r| Y ={vy,va, ... ,V,,Vyi1, ...,V } C E =3¢ linearmente dipendente.

Abbiamo la seguente:

Proposizione 62 Se ¥ = {vy,vy,...,v,.} & un sistema di ordine massimo relativamente allo

spazio vettoriale E:

Y e linearmente dipendente

< V' CE, ¥ D>X% ) (VVEE—Z, v dipende

Dimostrazione. Implicazione diretta
Per ipotesi:

VWeFE-% YCXU{v} CFE, K XU{v} ¢lincarmente dipendente
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La (2.34) implica:

)\V—|—>\1V1 + )\2V2 + ...+ )\TV’F =0 (235)
(A A1, A2, o A) # (0, ..,0)
Y e linearmente indipendente = A\y = Ay = ... =\, =0= A #0
Quindi:

v=3hwv, (2.36)
=1

essendo:

da cui la tesi.

Implicazione inversa.

Per ipotesi: Vv € E — X, v dipende linearmente da ». Per la proposizione 46 il sistema
¥ =X U{v} ¢ linearmente dipendente. In forza dell’arbitrarieta di v e E— X, ogni ' C F
e tale che ¥’ D ¥ & linearmente dipendente, cioe la tesi. m

Proposizione 63 Sia E uno spazio vettoriale su K.

( Y ={vi,vs,....,V,} ¢&un sistema ) . < Vp>r, ¥ ={u,uy,..,u,} CF )

di ordine massimo e linearmente dipendente
Dimostrazione. Per la proposizione 62:

(Vi € {1,2,...,p} ,u; € E) = (u; dipende linearmente da ) (2.37)
Per il lemma 61 deve essere p > r, affinché Y’ sia linearmente dipendente. m

Proposizione 64 Sia E uno spazio vettoriale su K.

( Y= {V1;V2, ...;Vr} ’ ¥ = {u1’u27 ""up} ) - (p = 7")

due sistemi di ordine massimo o
Dimostrazione. Per il lemma 61:

VYu; € X', u; dipende linearmente da ¥ = p <r
Vv, € 3, v; dipende linearmente da ¥/ = r < p
cioe:
(p<r,r<p)e=p=r
|

Proposizione 65 Sia E uno spazio vettoriale su K dotato di un sistema ¥ = {vy, v, ..., v,.}
di ordine massimo.

( ¥ ={u,uy,...,u.} ) N ( Y & un sistema di )

¢ linearmente indipendente ordine massimo

Dimostrazione. Vv € E—3/ ¥'U{v} ¢ linearmente dipendente in forza della proposizione
62, v dipende linearmente da ¥’ (proposizione 62). In forza dell’arbitrarieta di v € E — X,
segue che Y’ ¢ un sistema di ordine massimo. ®
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2.5 Basi e dimensioni di uno spazio vettoriale

Sia E uno spazio vettoriale sul campo K.
Definizione 66 Ogni sistema di ordine massimo ¢ una base di E.

Definizione 67 Se X = {vy,vy,...,v,} éuna base di E, l'intero naturale r é la dimensione
di E e si indica con dim E .

Tipicamente una base di F e indicata con:

{el>e27"'7er} = {el} (238)
Per ogni v € E:
v =Ae; + \ey + ... + \e, (2.39)

Gli scalari (A1, Ag, ...\) sono le componenti del vettore v nella base {e;}, e si indicano con
(v1,vg, ..., v,), per cui:
V = v1€e] + 1€y + ... + v,e, (2.40)

Esempio 68 Consideriamo lo spazio vettoriale R™ sul campo reale R. I vettori unitari di
R™:
e; = (1,0,...,0), e = (0,1, ...,0) ,..., &, = (0,0, ..., 1),

costituiscono una base di R™.
Infatti preso ad arbitrio un vettore v = (vy, Vg, ..., vy):

v = (v1,0,...,0) 4+ (0,v3,...,0) + ... (0,0, ..., v,)

= vie; + €9 + ... +v,e,
Esempio 69 Consideriamo lo spazio vettoriale P, [x] suR. Un qualunque vettore di P, [z]:
p(x) = ap + a1z + ar® + ... + a,z” (2.41)
Il sistema di vettori:

{eo (), e1(x),e2(x),...;e,(2)}, (2.42)

essendo:

eco(@)=1, e(x) =2, ex(x)=2% .., e,(1) =2

¢ una base. Infatti, preso ad arbitrio il polinomio:

n

Pn (x) = Zakxk7

k=0

vediamo che p,, (z) é univocamente determinato dalla n+1-pla di scalari (ao,ay,...,an,). Da
cio seque che {e; (x)} € una base di P, [z] e (ag,ay, ...,a,) sono le componenti di p, (x) nella
suddetta base. Inoltre:

dim P, [z] =n+1
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Per fissare le idee consideriamo P3[x], quindi:

eo(r) =1, e1(z) =2, e(x) =27

Prendiamo 1l vettore:

p(z) =3+ 3z + 227 (2.43)
= 3eg () + 3eq (x) + 2ey (x)

Pertanto p (x) ha componenti (2,3,3) nella base {1,z,2*}. Ora consideriamo il sistema di
vettori{e, (x)}

eh()=1+z+2% € () =1—x+2% é(r)=1-2? (2.44)
cioe
ey (x) =ep (x) + €1 (z) + e (z
el () =ep(x) — ey (z) +ea(x
& () = o (x) — €3 (2)

Verifichiamo che il sistema (2.44) é linearmente indipendente.
Abbiamo:
poey + €] + poeh, =0

Cioe:
(fo + p11 + ) €0 + (ko — p1 + p2) ex + (o + p1 — p2) €2 =0
Ma il sistema di vettori {e;} é linearmente indipendente, donde:
Mo + p1 + po2 = po — p1 + p2 = fio + pn — 2 =0
Abbiamo cosi ottenuto il sistema lineare omogeneo:
fo + 1+ p2 =0

po — p1 + p12 =0
po+p1—p2 =0

La matrice dei coefficienti é:

1 1 1
A=[1 -1 1 |,
1 1 -1

il cui rango ¢ r(A) = 3, donde il sistema ammette la sola soluzione banale (pg, pt1, fa) =
(0,0,0). Il sistema (2.44) é manifestamente una base di Ps [x], giacche é del medesimo ordine
di (2.42). Determiniamo quindi le componenti del vettore (2.43) nella base (2.44). A tale
S$COPO SCTIVLAMO:

p (z) = dhe) () + diel (z) + el (),
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equivalente al sistema di Cramer:

ag+ay+ay=3
ag+a; +0=3
ay +ay —ay = 2,
la cui unica soluzione ¢ (af, ay,ay) = (4, —1,3). Pertanto le componenti di (2.43) nella

base (2.44) sono: .

Quindi scriviamo:

2.6 Spazi infinito-dimensionali

Negli esempi visti nella sezione precedente, lo spazio vettoriale assegnato ¢ tale che dim F =
n < +oo. Ci si puo chiedere se esistono spazi tali che dim £ — +o00. La risposta e affermativa
e in tal caso di dice che lo spazio vettoriale ¢ infinito-dimensionale'. Alcuni esempi:

Esempio 70 Sia P, [z] lo spazio vettoriale dei polinomi di grado < n. Per quanto visto é
dim P, [x] = n+1. Ora consideriamo l'insieme Py, [z| di tutti i polinomi in x e a coefficienti
m R. FE facile rendersi conto che si tratta di uno spazio vettoriale. Possiamo scrivere

convenzionalmente:
Py [z] = lim P, |x]

n—-+o00

donde:
dim Py [z] = lim dim P, [z] = lim (n+1) = +o0

n—-+00 n—-+00

Esempio 71 Sia
Cla,b) ={f:]a,b] = R| f ¢é i continua}

Come ¢ noto, C'[a,b] assume la struttura di spazio vettoriale quando si introducono le usali
leggi di composizione. Osserviamo che:

vneN, A, = {1,x,x2, L }

¢ una base di C'|a,b], donde dim C'[a, b] = +o0.

2.7 Cambiamento di base

Nell’esempio precedente abbiamo esaminato la possibilita di esprimere un vettore come com-
binazione lineare di due basi distinte. Ci proponiamo di formalizzare tale importante nozione
che prende il nome di cambiamento di base. Siano {e;}, {€}} due basi distinte del
medesimo spazio vettoriale F¥ su K. Evidentemente:

1La dimensione pud essere infinita numerabile o infinita con la potenza del continuo.
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e, = Zaikek (2.45)
k=1

Qui oy compongono una matrice R (r x r) sul campo K. A loro volta i vettori e; si esprimono
come combinazione lineare dei vettori di {e}}:

r

ei=Y fie} (2.46)

k=1
In maniera analoga, i coefficienti 3;, della combinazione lineare sono gli elementi di matrice
di R’ (r x r) sul campo K.
Sostituendo la (2.45) nella (2.46):

€; = Zﬁikzﬂk]’ej = ZZﬁikakjej (2-47)
k=1 j=1

k=1 j=1

Il vettore e; si scrive:

e, = Z@jej,
j=1
essendo dy; = 0;, il simbolo di Kronecher:
S — 1,sei =k
TN 0, sei £k

La (2.47) diventa:

ZZﬁikakjej — Z(Sijej =0
=1

k=1 j=1

Invertendo 'ordine delle sommatorie nel primo termine:

) [Z (Biwcres) — 54 e; =0 (2.48)

j=1 Lk=1

Per definizione di base, il sistema di vettori {e;} ¢ linearmente indipendente, donde la (2.48)
¢ verificata se e solo se:

.,
E Biruj = 0ijy
k=1

che & manifestamente equivalente alla relazione seguente:

RR=1

Allo stesso modo si dimostra che RR' = 1. Si conclude che:
R =R!
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Si consideri ora un vettore v € E che ha componenti (v, v, ...,v,) in {e;}:

T

VvV = kaek (249)

k=1

I1 medesimo vettore ha componenti (v}, v), ...,v.) in {e}}:

v=> v (2.50)
k=1

Confrontando le (2.49)-(2.50) e tenendo conto della (2.46):

T T T
§ ! § § /
i=1

k=1 j=1

Eseguendo negli indici muti la sostituzione (k, j) — (j,4) e dopo una serie di passaggi:

v; = Zﬁz’jvj (2.51)
j=1
Indichiamo con V la matrice (r x 1) i cui elementi sono le componenti di v in {e;}:
U1
v e (2.52)
Ur
Quindi:
v
/
vi=| ® (2.53)
y
Con le posizioni (2.52)-(2.53), la (2.51) si scrive:
V' = (R, (2.54)

Esempio 72 Assegnato il vettore v = (1,2) nella base e, = (1,0), e = (0,1) dello spazio
vettoriale R? (su R), si determinino le componenti di v rispetto alla base € = (1,1), €, =
(1,-1).

Soluzione 73 La matrice R é:

la cui aggiunta é:
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Quindi linversa [eq. (1.51)]:

=
L
I
7N
D [0 [~
I o
N—
Il
—~
=
L
~—
~

Perla (2.54):

=\ 1 1 = 1]
3 T3 2 —3
quindi:
’U/ _ § ’U/ _ _ =
1 27 2 2

Esempio 74 Assegnato il vettore v = (3,2,2) nella base e; = (1,0,0), es = (0,1,0), e3 =
(0,0, 1) dello spazio vettoriale R® (suR), si determinino le componenti di v rispetto alla base
e; =(1,0,1), e, =(2,1,0), e5 = (0,1, 1).

Soluzione 75 La matrice R é:

=

|
[en i NI
— = O
_ O

L’inversa é:
/3 1/3 -1/3
R'=[ -2/3 1/3 2/3
2/3 —-1/3 1/3
Quindi il vettore colonna nella nuova base:

T

/3 1/3 —1/3 3 1
V= -2/3 1/3 2/3 2 | = 1
2/3 —1/3 1/3 2 1

St conclude che le componenti di v nella nuova base sono:

2.8 Somma di due spazi vettoriali

Sia F uno spazio vettoriale sul campo K. Se V e W sono due sottospazi di F, sussiste la
seguente

Definizione 76 Dicesi somma di V e W, ["insieme di vettori:
V+Wd§f{v+W\VEV,W€W} (2.55)

Teorema 77 L’insieme (2.55) é un sottospazio vettoriale di E.
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Dimostrazione. Osserviamo innanzitutto che () 2V + W C E. Inoltre:
V(V1+W1),(V2—|—W2> eV4+W
(V1 +W1) + (V2 +W2> = (V1 +V2) + (Wl +W2) =v' +W,

—_——— N—, —

def def

v'ev =weW
= (vi+wy)+ (va+wy)) eV+W

Inoltre: VA€ K, V(v+w) eV +W A(v+w)=(Av)+(Aw) = A(v+w)) e V+W,
ev ew
donde Passerto. m

Esempio 78 Consideriamo lo spazio vettoriale Mg (2 x 2). Prendiamo i sottoinsiemi:

TR TN .
w:{(i )|aceR}

E facile rendersi conto che Ve W sono sottospazi di Mg (2 x2). La somma é:

V—i—W:{(a b)|a,b,c€R}
c 0

VAW = {0}

Osserviamo che:

Proposizione 79 V.W CV + W

Dimostrazione. (W sottospaziodi £) =0 W —=Vv eV, v=(v+0) e V+ W =
VV+W
Allo stesso modo si dimostra che W CV +W =

Proposizione 80 V + W = L[V, W], essendo L[V, W] il sottospazio generato da Ve W':
L[V,W] = {ZAVZ |\ €K, VZGVUW}

Dimostrazione. V + W sottospazio di E tale che V4+W D VW =V + W D L[V, W]
Preso ad arbitriou e V+W —=u=v4+w=Av+puw, con A\=pu=1levelV, well,
quindi u € L[V, W]
Cioe:
VvaeV4+W,uellVW]—=V+4+W CL[V,IV|

Quindi:

V+WDL[V,W|

V+W CL[V,W],

da cio segue V+W = L[V, W]. m
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Definizione 81 Dicesi somma diretta dei sottospazi V., W di E, e si indica con V ® W,
il sottospazio U tale che:

uvelU=dveV, IwelW|u=v+w

Teorema 82
U=V+W

U:V®W<:>{ VAW = {0}

Dimostrazione. Implicazione diretta
U=VaeW=— (uelU=3IveV,IweW|lu=v+w)=U=V+W
Preso ad arbitrioue VNW, <u:u + 0,u=0 + u) — u =0
v ew v ew
L’ultima implicazione segue dalla unicita dell’espansione del vettore u. Quindi:

MaeVnNW,u=0) = VnWw = {0}

Implicazione inversa
Supponiamo che u sia esprimibile attraverso due espansioni:

u=v+w, u=v +w

Quindi:
v-vVv=w-wW —= v-VvV=w-wW=0=v=v,w=w
~——  ——VW={0}
9% ew
Si conclude che:

U=VaoeW

| |
Definizione 83
(V,W supplementari in F) < (E=V & W)

Teorema 84 Comunque prendiamo un sottospazio U di E, esiste un sottospazio W tale
che?:

E=UasoW

Inoltre:
dimW = dim E — dim U,

0 cio che ¢ lo stesso:

dim (U@ W) =dimU + dim W (2.57)

2Non univocamente determinato.
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Dimostrazione. Poniamo:
dimFE =n, dimU =m

Consideriamo una base di U:
{gh g2, .- gm}

Presi n — m vettori linearmente indipendenti {ej, es, ..., e,_,, }, una base di E ¢&:
{gl} U {ekz} = {g17g27 <oy 8my €k, Cky, ---7ekn} y

ac B — 3 </\1,/\2, o A Ao s A, )\> la = Mgt + o+ oo - A + Ap 8 +

e )\kngk"
da cio segue:

E=UW
dmW=n—-m=dimFE —dimW

Teorema 85
dim (V+W)=dimV +dimW — dim (VN W) (2.58)

Dimostrazione. omessa ®
Osservazione 86 La (2.58) riproduce la (2.57) se VN W = {0}.

Esempio 87 Consideriamo lo spazio euclideo R%2. Siano u e v due vettori non parallels.
Riferiamoci ai sottospazi generati dal singolo vettore:

U={\|\eR}
V={pv|peR}

1l sistema
A ={u,v}

¢ manifestamente una base di R?, donde:
Vv € R?, v = vu + vy,

essendo (v1,v2) le componenti di v nella base A. Assegnato il vettore v, tali componenti sono
univocamente determinate, donde:

RP=UaqV

kkx

La definizione 81 si generalizza a N sottospazi:

U=VieVed ..o Vy (2.59)
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2.9 Esercizi proposti
1. Assegnati i seguenti vettori di R%:

vi=(2,4),vo=(1,2), vs=(—1,1), vy = (3,6), v5 = (4,5), v¢ = (3,9),

provare che: 1) vi,v4 sono proporzionali a vi; 2) v dipende linearmente da ¥; =
{v1,v3}; 3) v4 dipende linearmente da 3y = {vy,va}; 4) v dipende linearmente da
Y3 = {v1, Vs, v5}; 5) v3 non dipende linearmente da ¥.

2. Assegnati i seguenti vettori di R?:

Vl:(1a271)av2:(1a1a0)7v3:(071a1>7v4:(17171)7V5:(2717_2)aV6:(1a5a4)7

provare che: 1) v4,vs non dipendono linearmente 3, = {vy,va}; 2) v3 e vg dipendono
linearmente da X;; 3) v; dipende linearmente da Yo = {vy,vs,vy}; 4) vg dipende
linearmente da X3 = {vy, vq, v3}.

3. Provare che il seguente sistema di vettori di R3:

Y= {VlaVQaV3}7

essendo: vi = (1,1,1), vo = (1,2,3), v3 = (2,—1,1), & linearmente indipendente.
Esprimere quindi il vettore v = (1,—2,5) come combinazione lineare dei vettori di X.

4. Assegnato il sistema i vettori di R3:

Y= {V17V27V3}7

essendo: vy = (1,1,1), vo = (1,2,3), v3 = (2, -1, 1), scrivere il vettore v = (2, =5, 3)
come combinazione lineare dei vettori di X.

5. Provare che il seguente sistema di vettori di R?:
Y= {Vb V2} )

essendo: vi = (3,0, —2), vo = (2,—1,—=5), & linearmente indipendente. Determinare
poi per quali valori del parametro reale k il vettore v = (1,—2,k) si esprime come
combinazione lineare dei vettori di X..

6. Sia X = {u(z),v(x),w(z)} un sistema di vettori di P;[x] (spazio vettoriale i cui
vettori sono i polinomi su R di grado < 2).

w(z) =a® =2 +5, v () =22% - 3z, w(r)=z+3

Dimostrare che 3 ¢ linearmente indipendente ed esprimere il vettore p () = 2?44z —3
come combinazione lineare dei vettori di X.
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7.

10.

11.

Assegnati i vettori di Py [x]:

a(x)=2>—-x+1 bx)=2>4+2-1 c(z)=2?
d(z)=—-xz+1 e(x)=22>—2+2 f(r)=2*412-2"

mostare che: 1) b (z) non e proporizionale a a (x); 2) ¢ (z) dipende linearmente da >; =
{a(z),b(x)}; 3) e(x) non dipende linearmente da >i; 4) e (z) dipende linearmente
da ¥y = {a(z),b(z),c(x)}; 5) d(x) dipende linearmente da ¥o; 6) f (z) dipende
linearmente da X3 = {a (), b(x), e(x)}.

Provare che il sistema ¥ = {e; (z) =1, ez () =2 — 1, e3(2) = (z — 1)2} ¢ una base
di P, [x], e trovare le componenti di p () = 42? —z + 1 in X.

. Assegnato lo spazio vettoriale R3, si considerino le basi:

e; =(1,0,0), e2 =(0,1,0), e3 = (0,0, 1)

e =(1,1,1), e, =(1,1,0), e5 = (1,0,0)

—_~

Determinare le componenti dei vettori v e w nella base {€;}, essendo note le loro
componenti nella base {e;}: v = (4,-3,2), w = (a,b,c).

Assegnato lo spazio vettoriale R? si consideri 'insieme:
H = {(Ul,'l}g,'l}g) c RS . 2’01 + vy — VU3 = O} C Rs
Dimostrare che H ¢ un sottospazio vettoriale di R?, determinandone una base.

Si consideri lo spazio vettoriale Py [cos x], i cui vettori sono i polinomi in cos z, di grado
non superiore a 4. Ad esempio, nella base:

3

{e; (cosx)} = {1,(3oszv,cos2 T, COS $,cos4a:}

il generico vettore é:

D (COS x) = ag+ a1 COST + as cos® & + as cos® & + ay cost x

Assegnata la base:

{€} (cosx)} = {1, cosz, cos 2z, cos 3z, cos 4z }

scrivere le equazioni di trasformazioni che permettono il cambiamento di base:

{e; (cosx)} — {e} (cosx)}
{e} (cosx)} — {e; (cosx)}

Soluzione
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Abbiamo:

1
e (cosx) = Zaikek (cos ) (2.60)
k=0

Utilizziamo le seguenti formule trigonometriche:

cos2r = 2cos’z — 1 (2.61)
cos3z =4cos®r — 3coszx

cosdr = 8cos*z — 8cos®x + 1

Scrivendo la (2.60) componente per componente, si ottiene la matrice R = (o):

1 0 0 00
0O 1 0 00
R=] -1 0 2 00
0 -3 0 40
1 0 -8 0 8
Quindi l'inversa:
1 0000
01000
R'= 31012200
03010
L0010
Abbiamo:
Qo
ay
p(cosz) = | ay nella base {e;},
as
aq

dove il simbolo = significa “rappresentato da. Similmente:

p(cosz) = | df nella base {e;}

Le componenti nelle rispettive basi sono legate da:

ay 1 00 0O ag
al 01000 aq
ay |=13 03 00 as (2.62)
AR R
aﬁl §O§O§ a4
90

APPUNTI INGEGNERIA GRATUITI - www.riccardogalletti.com/appunti_gratis



Cioe:

, 1
ay = - (ao + ax)
2
1
aé = Z (3&1 + CL3)
1
ay, = 3 (3ag + 4as + ay4)

Invertendo la (2.62):

Qg = Qg

a; = a)

as = —ag + 2dal
az = —3a] + 4aj

ay = ag — 8ay + 8a),

2.9.1 Soluzioni

1. 11 quesito 1 si risolve banalmente:

1 3
Vo = §V17 V4 = §V1
Quesito 2:
Vs = AV] + (13
cioe:
2N —pu=4
Ay =@s e { I

che ammette 1'unica soluzione (A, u) = (3/2,—1), quindi:

3
V5 = =V — V3
2

Quesito 3:
vy = avy + (v,

cioe:
20+ =3

a(2,4)+5(1,2):(3,6)<:>{ AP

che ammette oo'soluzioni (o, 3) = (a, 3 — 2a), Va € R, quindi:

vy =3vy —avy, YVa € R
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Quesito 4:
Ve = AV] + [1V3 + UV,

cioe:
2\ —p+4v =3

A2,4) +p(=L1) +v(4,5) =(3,9) ‘:’{ A4 p+50=9"

che ammette oo'soluzioni (A, p, V) = (2 — %’V, 1+ v, V), Vv € R, quindi:
3
Vg = 2—§y vi+ (1 +v)vs+rvvs

3
:2V1+V3+V<V3+V5—§V1), Vv eR

Quesito 5:
V3 =YV +0vy
cioe:
2y+6=-1

7 (2,4) +6(1,2) = (~1,1) <:>{ 20— 1

Tale sistema & incompatibile == 7 (7, 8) : v3 = yv; + va.

. Quesito 1:
V4 = )\Vl + uve
cioe:
Atpu=1
AM1,2, 1)+ p(1,1,0)=(1,1,1) <= < 2\ +u=1
A+0=1

Tale sistema lineare & incompatibile, quindi A (X, 1) : v4 = Avy + pvs.

Vs = AV + pvs
cloe:
A p=2
A(1,2,1)+p(1,1,0) = (2,1, -2) <= 22+ pu=1
A+0=-2

Tale sistema lineare ¢ incompatibile, quindi B (X, 1) : v5 = Avy + pvsy.

Quesito 2:

V3 = AV| + vy
cloe:
A+pu=0
A(1,2,1) 4 p(1,1,0) = (0,1,1) =< 224+pu=1
A+0=1
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La terza equazione di tale sistema e combinazione lineare delle prime due, per cui:

A+pu=0 1

Quindi:

V3 = V] — Vo

Imponiamo che:
v = avy + [va

cioe:
a+ =1
a(1,2,1)4+ 5(1,1,0) = (1,5,4) <~ 20+ =5
a+0=14

La terza equazione di tale sistema ¢ combinazione lineare delle prime due, per cui:

{a+5:1 (0, f) = (4,-3).

20+ 3 =5
quindi:
Vg = 4V1 - 3V2
Quesito 3:
Vs = AVy + Vg + VVy,
cioe:
At p+v=2
AL2 )+ (L1,0) 47 (L1, 1) = (2,1,-2) <= { 2+ putv=1
A+ 0+v=-2

Tale sistema & compatibile e determinato: 3! (A, u,v) = (—1,4 — 1), donde:

Vs = —V; +4V2 —Vy
Quesito 4:
Ve = AV + uvy + vvs,
cioe:
A4+p+0=1
ML2,1) 4+ (1,1,0)+v(0,1,1) = (1,5,4) <= { 2A+pu+v =5
A+0+v=4

La terza equazione di tale sistema ¢ combinazione lineare delle prime due, per cui:

A+p+0=1
2A+pu+v=>5
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Tale sistema e compatibile e indeterminato. Precisamente: p = 2, n = 3 =
Joo!soluzioni:
Npv)=A4—-v,v—3,v), WweR

Quindi il vettore vg si esprime in oo! modi distinti come combinazione lineare dei
vettori vy, vy, vs:
ve=4—-v)vi+ (v—3)va+ vy

Osservazione 88 FEsistono ool combinazioni lineari, poiché il sistema {vi, vy, v3} ¢
linearmente dipendente. Infatti il sistema omogeneo:

a+pB+0=0
20+F+7v=0,
a+0+~v=0

ha caratteristica p = 2, per cui ammette ool autosoluzioni = 3 («, 3,v) # (0,0,0) :
avy + vy + vy = 0.

. Abbiamo 'equazione vettoriale:

A (1,1,1) 4 X0 (1,2,3) 4+ A3 (2,—1,1) = (0,0,0)

che scritta componente per componente conduce al sistema omogeneo:

M+ +223=0 (2.63)
)\1+2/\2—/\3:0
AM+3X+A3=0

La matrice dei coefficienti e:
2

1
2 -1
3 1

A:

—_ = =

Abbiamo: det A = 5 = il sistema (2.63) ammette unicamente la soluzione banale
(A1, A2, A3) = (0,0,0), per cui il sistema ¥ ¢ linearmente indipendente.

Scriviamo la combinazione lineare:

VvV = >\1V1 + )\2V2 + )\3V3

equivalente a:

M+ +20=1 (2.64)
A+ 2X — Ay = —2
)\1 +3)\2 +)\3 =95

Tale sistema ¢ compatibile e determinato. La soluzione & (Ay, Ao, A\3) = (—6,3,2).
Percio: v = —6v; + 3vy + 2v3.
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4. 1l sistema > = {(1,-3,2),(2,—4,—1),(1,-5,7)} ¢ linearmente dipendente se il sis-
tema lineare omogeneo:

A+ X+ A3=0 (265)
—3)\1 - 4/\2 — 5)\3 - 0
2\ — Ao + A3 = 0,

¢ banale. La matrice dei coefficienti ¢:

1 2 1
A= -3 -4 -5
2 -1 7

Risulta: det A = 0 = p < n, essendo p la caratteristica del sistema e n = 3 il
numero di incognite. Quindi il sistema (2.65) ammette co™ P soluzioni non nulle,
percid 3 (A1, A2, A\3) # 0, da cio segue che X & linearmente dipendente e che non &
possibile esprimere il vettore v come combinazione lineare dei vettori di X.

5. AN € R : vi = vy, quindi per la proposizione 45 il sistema ¥ ¢ linearmente indipen-
dente. Scriviamo:
VvV = )\1V1 + )\2V2,

ottenendo il sistema lineare:

3\ +2\ =1 (2.66)
0— Ay =—2
—2)\1 - 5)\2 == ]{7

La matrice dei coefficienti e la matrice dei coefficienti piti termini noti:

3 2 3 2 1
A= 0 —1 |;M(k)= o -1 -2 ];
-2 5 -2 5 k

Risulta: p = r(A) = 2. Affinche il sistema sia compatibile, deve essere r (A) = r (M).
Poniamo:

F)“detM(k)=] 0 -1 —2|=-3(k+8)
2 5 k

E facile convincersi che 7 (A) =7 (M) =2 <= F(k) =0 <= k= -8 € k,. Ed ¢
questo il valore di k tale che:

Per k = k., il sistema (2.66) ammette I'unica soluzione (A1, A\y) = (—1,2), per cui:

vV =—v]+2vy
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6. Il sistema X ¢ linearmente indipendente se:

Au(z) +pv(z) +rvw(x)=0=A=pu=v=20

Sostituendo le espressioni analitiche di u (z), v (x), w (z) e ordinando i vari termini:

(A +2u) 2% + (=2A = 3pu+v)z+ (BA +3v) =0 (2.67)

La (2.67) equivale al sistema:

A+24+0=0 (2.68)
—2A=-3p+v=0
S5A+0+3r =0,

che & banale: (A, pu,v) = (0,0,0), per cui ¥ & linearmente indipendente.

Scriviamo:
p(x) = Mu(z) + Av (z) + Agv (),

cioe:

AM+20+0=1 (2.69)
—2)\1 — 3)\2 + )\3 =4
5A1 + 04 33 = =3,

Il sistema lineare (2.69) & compatibile e determinato. La soluzione & (A, A2, \3) =
(—3,2,4); pertanto:
p(x) = —3u(x) +2v(z) +4v (x)

7. 1) b(x) e a(z) sono proporzionali se:

FrAeR:b(z)=Xa(2) <=2+ —-1=A(2"—z+1)

equivalente a:
A=D2*+(-A-1z+(A+1)=0, (2.70)

essendo 0 il polinomio nullo (vettore nullo). La (2.70) ¢ vera se, e solo se:

A—1=0
A+1=0
A+1=0

Tale sistema & manifestamente incompatibile, donde A\ : b (z) = A (z).

2). Scriviamo:

c(x) = Aa(x) + pb(z)
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equivalente a:
A+p—D2®+ (A +p)z+(\—p) =0,

da cui il sistema lineare:
Adp=1 11
A—pu=0

quindi:

c(r) = 5 [a (@) + (@)

3). Scriviamo:

e(x) = Aa(x)+ pub(x)
Sostituendo le espressioni di a (x), b(z), e (x):

A+pu—2)2"+(-A+p+Daz+AN—p—2)=0,

da cui il sistema:

A p=2
A—p=2

per cui e (x) non & combinazione lineare di ¥;.

4). Scriviamo:
e(z) = Aa(z) + pb(z) + ve(z)

Sostituendo le espressioni di a (z), b(z), ¢(x), e (x):

A+p+v=2)2"+ (- A+p+)z+(A—p—2)=0,

da cui il sistema:

At p+v=2 B
A—p+0=0 <:>{ it”ig:g ,
A—pu+0=0 a N

che ammette co! soluzioni:

(A p,v) = (1—%,1—%,V>,VV€R

Quindi:
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Osservazione 89 [l vettore e (x) si esprime in infiniti modi come combinazione lineare

dei vettori X9 = {a(x),b(x),c(x)}, poiché tale sistema ¢é linearmente dipendente.
Infatti:
a+B+7=0
aa(x)+ pb(z)+vc(z) =0<=< a—F+0=0
a—0F+0=0

Tale sistema ammette oo' soluzioni mon banali, quindi Joo' (o, B,7v) # (0,0,0) :
aa (x) + Bb (z) + e (x) = 0

5). Scriviamo:
d(z) = Xa(z)+ pb(x) + ve(z)

Sostituendo le espressioni di a (x), b(z), c(z), d(x):

A+p+v)+(-A+pu+Dz+A—p—1)=0,

da culi il sistema:

Adp+v=0
A—pu+0=1,
A—pn+0=1

chee compatibile e indeterminato con co' soluzioni:

A\ p,v) = <% (1—%),—% <1+%>,V),VV€R

d(z) = % [(1—%)@@)—1— <1+g>b(x)} + ve ()

Quindi:

6). Esprimiamo il polinomio f (x) come combinazione lineare di ¥y = {a (x),b(z),e(x)}:

f(2) = Aa () + b () + ve (x)

cioe:
A+p+2v—D2*+ (- A+p—v—-—1ar+A—p+2v+2)=0,
quindi:
A+ p+2v=1
A+p—v=1

A—p+2v=-2

Tale sistema e compatibile e determinato:

3 3
A Y (|
( 7“71/) (2727 )7

donde:
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8. Scriviamo:
)\161 (ZL‘) + )\262 (l‘) + )\363 (ZL‘) =0

Sostituendo le espressioni analitiche di e; (z):

)\1+)\2(x—1)+)\3(:v2—2x+1):0,

equivalente al sistema lineare omogeneo:

040+ A3 =0
04 do—2)5 |
A — Ay + A3 =0

che ammette 1'unica soluzione (A1, Ay, A\3) = (0,0,0), donde X & una base.

Scriviamo p (x):
p(r) = wer (v) + paes () + pzes ()

Ottenendo:
O+0+pus =4
0+ pg —2u3 = —1 = (1, po, p13) = (4,7, 4)
pr— pe+pz =1
Quindi:

p () = 4ey (x) + Tey (v) + 4es ()
Si conclude che la terna (4, 7,4) sono le componenti del “vettore” p (z) nella base 3.
9. Passando ai vettori colonna:

V' =RV, W =R'W,

R~ & la matrice inversa di:

1 11
R=]1110
1 00
Abbiamo:
0 0 1
R'=|l0 1 -1
1 -1 0
Quindi:
2 c
Vi=| 5|, W=|b-c |,
7 a—>b

da cui le componenti di v e w nella nuova base:

v =(2,-5,7)

w = (¢,b—c,a—b)
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10. Vv = (v1,v2,v3), v/ = (v}, vh,04) € H,

v+ Vv = (v1 + v}, 02 + V5, v3 + vg)
2 (v1 4+ 1) + (vg + vy) — (v3 + v3)

= (201 + vy — v3) + (2v] + vy — vy)
=0

YA eR, Vv = (v1,v9,v3) € H,

2 (/\Ul) + (/\’UQ) — ()\Ug) = A (21)1 + vy — Ug) =0

da cui H ¢ un sottospazio di R®. Per ricercare una sua base risolviamo 1’equazione
lineare omogenea:
2v; + vy —v3 =0,

nelle incognite vy, v9, v3. Essa ammette 0o? soluzioni non banali:

(UlaUQanﬂ) - (Ula0272/01 + UQ)
= (Uh 07 21}1) + (Oa V2, U2)
= U (1, 0, 2) + Vg (0, 1, 1)

Quindi dim H = 2, e una base di H ¢ {(1,0,2),(0,1,1)}.
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Parte 11

Omomorfismi ed isomorfismi
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Capitolo 3

Applicazioni lineari tra spazi vettoriali

3.1 Definizione assiomatica di applicazione lineare

Siano F e F' due spazi vettoriali sul medesimo campo K. Consideriamo 1’applicazione:

Q:E+— F (3.1)
La (3.1) applica a x € E, un vettore y € F"

xceEr—yekF

Scriviamo:

y = Q(x) (3.2)
Definizione 90 L’applicazione ) é lineare se ¢ additiva ed omogenea:
1.Vx,yeE, Q(x+y)=Q(x)+Q(y) (additivita)
2.¥x e E, VA e K, Q(Ax)=X\2(x) (omogeneita)
E facile rendersi conto che additivita e omogeneita sono contenute nell’unica condizione:

Vx,y € E, VA, ue K, QAx+py) = A2 (x) + pQ(y) (3.3)

Nel caso E = F l'applicazione lineare (3.2) si chiama operatore lineare e viene spesso
utilizzata la seguente notazione:

Ox =y, (3.4)

che si legge: il vettore y e il risultato dell’applicazione dell’operatore 0 sul vettore x.
Equivalentemente: € opera su x, dando y come risultato.

Due esempi immediati di operatori lineari sono dati rispettivamente dall’operatore nullo
0 e dall’operatore identita 1:

0x=0, Vxe FE

Ix=x,Vxek

102

APPUNTI INGEGNERIA GRATUITI - www.riccardogalletti.com/appunti_gratis



L’operatore nullo associa ad ogni vettore di F, il vettore nullo, mentre 1'operatore identita
applicato ad un qualunque vettore di E, fornisce il vettore medesimo.
Ulteriori esempi:

1. Consideriamo lo spazio vettoriale P, [z] su R dei polinomi di grado < n. L’operatore
di derivazione % e un operatore lineare. Per mostrare cio, osserviamo innanzitutto
che:

% Pm () € Py 2] — %Pm (z) € Py [2]

essendo p,, (1) = ag + a1x + axx?® + ... + ap,x™, quindi %pm () = a1 + 2ax + ... +
May,_1z™"", per cui Lp,, (z) € P, [z].

La linearita segue immediatamente dalle regole di derivazione della somma di due
funzioni e del prodotto di una costante per una funzione:

Vo () (2) € P [a], Y0 € By - \p (0) -+ iy (2)] = A (0) + 14, (2

2. Consideriamo lo spazio vettoriale F (a, b) i cui elementi sono le funzioni reali di variabile
reale definite nell’intervallo chiuso e limitato [a,b] (§ 36). Se C (a,b) ¢ I'insieme delle
funzioni continue in [a, b], proviamo che a) C' (a, b) € un sottospazio vettoriale di F (a, b),
b) l'applicazione:

S:C(a,b) — C(a,b)

tale che:

f€C(a,b)»—>/f(§)d§, x € (a,b)

C'(a,b) C F(a,b) ¢ un sottospazio di F (a,b), poiché la somma di due funzioni continue
e a sua volta una funzione continua, e il prodotto di uno numero reale per una funzione
continua e una funzione continua. In simboli:

Vf,ge C(a,b), (f+g) € C(a,b)
VfeCl(a,b),VAe K, (Af) € C(a,b)

Da un punto di vista geometrico, I’applicazione S associa ad ogni funzione f (x) con-
tinua in (a, b), area del rettangoloide R () sotteso dalla curva di equazione y = f (z),
dall’asse x e dalle rette parallele all’asse y e passanti per a e per il generico punto z.
Senza perdita di generalita assumiamo f (x) > 0. Quindi:

R(x):{(f,y)ERQ:aﬁﬁgx, Ogygf(m)}

Per i dettagli vedere figura 3.1.

La linearita dell’operatore S segue immediatamente dalle proprieta di addivita e omo-
geneita dell’integrale definito. Scriviamo:

S<f>=/f<5>d5
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a X b

Figura 3.1: Rettangoloide individuato dal grafico y = f (z).

Quindi Vf, g € C (a,b), YA\, u € R:

S (M + pg) = / (AF(€) + g (€)) de

a
T T

:)\/f(f)d§+ﬂ/g(§)df

a a

=AS(f) + 1S (9)
3. Ricordiamo che:
C*(a,b) = {f : [a,b] — R | f & dotata di derivata k-esima continua}

Con le usuali leggi di composizione, C* (a,b) assume la struttura di spazio vettoriale.
Cio premesso, consideriamo ’applicazione:

40 (a,b) = C (a,d)

dx
df 1
_>da:’ Vel (a,b)

Tale applicazione e lineare. infatti:
vfag € Cl (Cl,b), VAMLL eR

% (Af () + pg (x)) = )\%f () + u%g (z)

Di seguito sono riportati casi speciali di applicazioni tra spazi vettoriali.
Sia F uno spazio vettoriale su un campo K. Consideriamo una base di E:

{ei}, 1= 1,2, T
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Quindi dim £ = r. Sia E’ il sottospazio di £ generato da {e;} peri=1,2,...,p <.
Cio premesso, si definisce operatore di proiezione di E su E’, 'operatore lineare:

7. E+— FE

T p

vV = E ’Uiei'—>V/: E Vi€;

i=1 =1

Proviamo la linearita di .

p
™ = Zuiei, (35)
i=1
essendo u = \v + puw. Evidentemente:

Quindi la (3.5) diventa:

()\Ui + /Lwl) e;

3
a
I
=

@
Il
—

p
= V;€; + uZwleZ
=1

gt

(2

= ATV + umu,

donde la linearita di 7. Ad esempio, consideriamo lo spazio vettoriale R? e I'operatore di
proiezione 7, su R:

7 RP— R

Piu precisamente, 7, proietta ogni vettore v = (v,, vy, v,) sull’asse x:

V =€, +vy€y + V€, — U €,
essendo e; (i = x,y, 2z) i versori degli assi coordinati.

KKk

L’operatore cosi definito:

Tv =v +u,

essendo u un vettore assegnato di E. Si osservi che tale operatore non e lineare:

T (AV 4+ pw) = AV + uw +u

D’altro canto:
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ATV 4+ uTw = A(v+u)+ p(w+u)
=AW+ uw+ A+ p)u

Quindi:

T+ puw) =XNIv+pulTw—(AN+p)w

Cioe:

VAipue K:A+u#0,Vwe E—{0}, T (A\v+pw) # \NT'v + pIT'w

XKk

L’operatore costante ¢ cosi definito:

Ax = a,
essendo x,a € E, con a vettore assegnato. Mostriamo che tale operatore € non lineare.

AMx+py)=a

D’altro canto:

AMx + pAy = (A4 p) a,

donde:
A (Ax + py) # AAx + pAy,

da cui la non linearita di A.

kokok

Sia F uno spazio vettoriale tridimensionale sul campo K. Consideriamo 'operatore A tale
che:

Ax =y, con X = (x1,29,23), y = (201 + X9, 22 + x3,21) in una base {e;}

Studiamo il comportamento di tale operatore. Poniamo:

W=+ puz V\ue K,Vx,zc€ E (3.6)
I1 risultato dell’applicazione dell’operatore A sul vettore (3.6) ¢ il vettore y = (y1,y2, y3):

Aw =y
Abbiamo:
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W=\ (:1:1,932,3:3) +u (21, 22, 23)

= (Az1 + p21, Axo + f120, AT3 + pzs)

Pertanto il risultato dell’applicazione di A su x é:

Aw = (2 (Axy + pz1) + Axo + pzo, Are + pze + Axs + pzs, Axy + pzy)
= A (221 + 22, %9 + T3, 71) + 41 (221 + 20, 22 + 23, 21)
= \AX + pAz,
quindi la linearita di A.

Kokk

Proposizione 91 Sia () : E — F un’applicazione lineare tra gli spazi vettoriali E e F.

Q(0g) = 0p (3.7)
Q(—x) = —Q(x)
Dimostrazione. Vx € E, Q(x)+0r = Q(x) = Q(x+0g) = Q(x) + Q(0g) = 0p =

Q(0g)
Dimostriamo ora la seconda delle (3.7).
Dalla prima delle (3.7):

0r =Q(0g) =Q(—x+x) =Q(—x) + Q(x)
ma Op = Q (x) — Q(x), confrontando con la precedente:

—Q(x) =2 (—x)

3.2 Esercizi proposti

1. Dimostrare la linearita dei seguenti operatori:
{ A R2 - R?
(z,y) — (z +y,y)
{ B:R}—R

(3.8)

(x,y,2) — 2z — 3y + 4=z

2. Dimostrare la non linearita dei seguenti operatori:
A:R2P+—R
{ G o
A:R>— R?
{ (x,y) — (x+ 1,2y, 2+ y)
AR — R?
{ (z,y,2) — (|z[,0)

(3.9)
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3.2.1 Soluzioni
1. Poniamo x” = A\x + ux’, VA, u € R, Vx,x' € R%:

/

X = (x7 y? Z) Y X = (I,J yIJ Zl)

Quindi:
x" = (A + px’, Ny + py', Az + \2')
Il risultato dell’applicazione di A su x” é:

Ax" = ((Az 4 pa’ + dypy') , Ay + pyf)
= Mx + pAx’

Da qui la linearita di A.
Poniamo x” = A\x + ux’, VA, u € R, ¥Vx,x' € R%:

/

X = (:L‘7 y’ z) Y X = (m/’ y/’ 2/)

Quindi:
X" = Az 4 px', Ay + py', Az + A2')
11 risultato dell’applicazione di B su x” é:

Bx" =2z +px') =3 (A\y+ py') +4 (A2 + p2')
= X2z — 3y +42) + p (22" — 3y’ + 42")
= A\Bx + uBx’
donde la linearita di B.

2. Siano x = (z,y), x = (2, y') due vettori arbitrari di R?%. Poniamo: x” = Ax + ux’, con
A, i presi ad arbitrio in R. Abbiamo:

AX" = Az 4+ y2") Ay + py')
= Ny + \uxy' + px'y + p2'y’

Mentre:
MAX + pAx = \vy + pa'y'

Quindi:
A(Ax + ux') # NAx + pAx’

da qui la non linearita di A.

Il secondo operatore (seconda delle (3.9)) ¢ tale che:

A(Mx + px') = Mx + pAx' + (1,0,0) # MAx + pAyx’
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da qui la non linearita di A.

Il terzo operatore (terza delle (3.9)) ¢ tale che:

Ax" = (|Az + pa'[, 0)

mentre:
Mx + pAX = (M |z| + p 2’|, 0)
Quindi:
A(Mx + px') # MNAx + pAx',
giacché:
Az 4 pa’) < No| + plzl; (3.10)
da qui la non linearita di A.
109

APPUNTI INGEGNERIA GRATUITI - www.riccardogalletti.com/appunti_gratis



Capitolo 4

Omomorfismi e isomorfismi

4.1 Introduzione

Ricordiamo che se f: X —— Y, 'immagine di f in Y e:

mf=f(X)Y{yey|y=rfla)}CY

Cio premesso, sussistono le seguenti:

Definizione 92 (f ¢ suriettiva) <= (f (X) =Y
Definizione 93 (f ¢ iniettiva) <= (z # 2’ = f (x) # f (2'))
Definizione 94 (f ¢ biiettiva) <= (f ¢ iniettiva e suriettiva)

Nel caso speciale f : R —— R, le definizioni suddette si prestano ad interpretazione geomet-
rica. Nel caso di un’applicazione iniettiva, ogni retta parallela all’asse x interseca in uno ed
un sol punto la curva di equazione y = f (z). Ad esempio, la funzione esponenziale:

fR—R

T — a*

(4.1)

?

¢ un’applicazione iniettiva ma non suriettiva (figura 4.1). Infatti:

41 = a® #d”
Vy € (—00,0), 8z € R | a” =y,

da cui l'iniettivita e la non suriettivita dell’applicazione (4.1).

Nel caso di un’applicazione suriettiva, ogni retta parallela all’asse x interseca almeno in un
punto la curva y = f (x). Cio implica (a differenza del caso precedente) che possono esserci
intersezioni multiple, come nel caso della funzione f (z) = 2% — 22 — x (figura 4.2).

Si consideri ora ’applicazione:

fR—R
P —

(4.2)

2

Tale applicazione non e né iniettiva e né suriettiva. Infatti, ogni x* ¢ immagine di —z e +x.

Inoltre, Vy € (—00,0), Az € R: f () = y (figura 4.3)
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Figura 4.1: Grafico della funzione f () = e®. Ogni retta y = yo > 0 interseca in uno e un sol
punto il grafico di f (). Qui yo & una costante presa ad arbitrio. Per yy < 0 I'intersezione &
vuota. Si tratta quindi di un’applicazione iniettiva ma non suriettiva.

P
¢

-1t
-1.5¢

-2t

Figura 4.2: Grafico della funzione f (z) = 2® — 22 — z. Esistono rette parallele all’asse z che

intersecano in punti distinti il grafico della funzione. Ogni retta y = vy, interseca comunque
y = f(x). Si tratta quindi di un’applicazione suriettiva ma non iniettiva.
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N — — — — —

-3 -2 1 1

Figura 4.3: Grafico della funzione f (z) = x2. Ogni retta y = b > 0 interseca in due punti
distinti la curva y = f (x). L’intersezione di una generica retta y = ¢ < 0 con il grafico di
f (z), € I'insieme vuoto.

4.2 Definizione assiomatica e teoremi conseguenti

Definizione 95 Siano E, F due spazi vettoriali sul campo K. Dicesi omomorfismo tra E
ed F' ogni applicazione lineare Q) : E —— F.

Definizione 96 Due spazi vettoriali si dicono omomorfi se esiste un omorfismo tra essi.

Definizione 97 Siano E, F due spazi vettoriali sul campo K. Dicesi isomorfismo tra F
ed F' ogni applicazione lineare bitettiva €2 : E —— F.

Definizione 98 Due spazi vettoriali si dicono isomorfi se esiste un isomorfismo tra essi.

Esempi
Se E e un qualunque spazio vettoriale su un campo K, consideriamo ’applicazione:

Q. FE— F

Vi AV

, (4.3)

essendo A scalare assegnato non nullo.
Si dimostri che la (4.3) ¢ biiettiva.
Soluzione.

Iniziamo a dimostrare la linearita:

Vv,w e E Vu,ve K, Q(uv+rvw) =
= \(uv +rvw)
— 1 (W) + v (W)
= Qv + vQw

L’iniettivita:
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v#V = Av #£ WV
La suriettivita:
1
Yue E, Iv = (Xu) EE|Qv=Av=u

Da cio segue la biiettivita di €2. Tale isomorfismo ¢ noto come omotetia di rapporto A\ e
centro O: 'immagine di un generico vettore v € E si identifica con v medesimo a meno di
un fattore di scala \.

* kK
Teorema 99 Sia K un campo. Gli spazi vettoriali su K isodimensionali sono isomorfi.
Dimostrazione. Siano F, F' due arbitrari spazi vettoriali isodimensionali:
dmE =n, dimF =n
Fissiamo due basi:

{e;}, i=1,2,...,n basedi F
{e/}, i=1,2,...n basedi F

Si consideri 'applicazione lineare:
Y:Er— F (4.4)

tale che:
n n
X = E re — X = g €,
i—1 i=1

L’applicazione (4.4) associa ad ogni vettore x di E il vettore x" di E’ che ha per componenti
le componenti di x in {e;}. Osserviamo che presi ad arbitrio x e y in E:

X = ixieia y Zzn:yz‘eu
i=1 i=1
risulta:
Y (x)=x" = Zn:xie;
i=1
V() =y =D ve
i=1

Tenendo conto della proposizione (60) (unicita delle componenti di un vettore in una asseg-
nata base):

X F#Y = T; # Vi,
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donde:
x#y =1 (x) # ¢ (y)

Cioe 9 ¢ iniettiva. Inoltre:

n n
vx' € F, X’:ine;iﬂer|X:inei

i=1 =1

da cui la suriettivita di .
Si conclude che 9 e iniettiva e suriettiva, quindi biiettiva. Da qui la tesi. m

Definizione 100 Si chiama immagine dell’applicazione Q) : E —— F' e si indica con § (E)
il sottoinsieme di F':

QE)={yeF|Qx) =y}
Teorema 101 Q) (E) & un sottospazio vettoriale di F'.
Dimostrazione. yi, y» € Q(F) <= Ix1,x3 € £ | y1 = Q(x1), y2 = Q(x2). Quindi:

VyLy2 €QU(E), y1i+y: =Q(x1) +Q(x2) =  Q(x;+x2) € Q(E)

Q & lineare

VYAe K, Vy € Q(E), Ay =2 (x) Qéh:nmeQ()\x) € Q(E),
donde I’asserto. m
Definizione 102 Dicesi rango di ) : E+—— F', la dimensione del sottospazio ) (E).
Definizione 103 Dices: kernel o nucleo di ) : E—— F, il sottoinsieme di E:
KerQQ={xe€ F|Q(x) =0r},
essendo Op il vettore nullo di F'.
Teorema 104 [l kernel di 2 : E +—— F ¢é un sottospazio vettoriale di E.

Dimostrazione. Prendiamo ad arbitrio x,y € Ker(2, A € K. Quindi:

Qx+y)=2x)+Q2(y) =0r+0r =0r = (x+y) € Ker(
Q(Ax) = A2 (x) = A0p = 0p = (Ax) € KerQ),

donde Dasserto. m

Definizione 105 Dicesi nullita di Q : E —— F, e si indica con N (), la dimensione di
KerQ):

N (Q) = dim KerQ
Teorema 106 Sia €2 : E—— F un omomorfismo suriettivo

(Q & un isomorfismo) <= (Ker{ = {0g})
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Dimostrazione. La condizione e sufficiente

Hp: KerQ) = {0g}

Th: Q : F —— F ¢ un isomorfismo (basta dimostrare I'iniettivita, poiché per ipotesi € &
suriettiva).

Vx,y e E|Q(x)=Q((y) = Qx)—Q(y)=Q(x—-y)=0r = (x—y) € KerQ
L’ultima definizione si giustifica ricordando la definizione di Kernel. Inoltre:

—y)eKerQ = x-y=0,=x=
(x —y) € Ker KerQ:{OE}X y . X=y

Si conclude
VX,y e | Qx)=Q(y)=x=Yy
Cioe l'iniettivita di €.
La condizione & necessaria
Hp: Q: E+—— F ¢ iniettiva e suriettiva
Th: KerQ) ={0g}

Osserviamo innanzitutto che:
Vx € Ker(Q), dz,y € E|z—y=x
Inoltre per definizione di kernel:

XeKerQ=0p=Q(x)=Q((z-y) = Q(z)-Qy)=Q2(z)=Q()

Q) ¢ lineare

— z=y=—x=0gp

Q & iniettiva
Cioe:
(Vx € KerQ), x =0g) =KerQ) = {0g}

[ ]
Teorema 107 Sia K un campo. Gli spazi vettoriali su K isomorfi sono isodimensionali.

Dimostrazione. Sia Q) : F —— F' un isomorfismo. Consideriamo la base di F:
{e;}, 1=1,2,..,n=dimFE

Quindi, preso ad arbitrio x € E:
n
X = inei
i=1
Il risultato dell’applicazione di €2 sul vettore x é:

Q(x) = Zm (e;) (4.5)

Fissiamo 'attenzione sul sistema di vettori:

A, = {Q(e1),Q(en) ... 2 (en)} (4.6)
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Per ipotesi 2 ¢ un isomorfismo e per il teorema 106 deve essere KerQl = {Og}, quindi:
Qx)=0p=x=0g=a1=00=...=2, =0

Tenendo conto della (4.5):

inﬂ(ei):OF:>x1:x2:...:9:n:0

i=1
Cioe il sistema (4.6) ¢ linearemente indipendente. Inoltre:
Vy € F, y =Q(x) =) :0(e;)) = F = L[A,]
i=1

cioe A,, genera lo spazio vettoriale F. Si conclude che dimF =n=dimE. m
Si osservi che se €2 non & un isomorfismo, il sistema A,, e linearmente dipendente, per cui
dim Q () < n. Infatti:

ker Q2 5x # 0p — <leQ (e;) =0, con (x1,2,....,2,) # (0,0, ...,0))

i=1

Pertanto A,, non ¢ una base di Q2 (E). A titolo di esempio consideriamo I’omomorfismo:

0:R— R?
(Zlf,y,Z)'—>(37+2y—2,y+2,$—|—y—22)

Consideriamo la base canonica:

€ = (17070)782 = (07170)763 = (07071)
Abbiamo:

Qer) = (1,0,1),Q (es) = (2,1,1),Q (&) = (—1,1,—2)

Il sistema

Ay ={Q(e1),Q2(er),R(e3)}

¢ linearmente dipendente. Una base di §2 (E) e:

Ao ={Q(er),Q(e2)},
donde il rango di 2 ¢

dimQ (F) =2
I1 Kernel di :

kerQ = {x € R’ | Q(x) = Ops}
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Cioe:

r+2y—2=0

O+y+2=0

r+y—22=0
equivalente a:

r+2y—2z=0

O+y+2=0

che ammette le co! autosoluzioni:

(x,y,2) =2(3,-1,1)
Quindi:

kerQ =L [{(3a _]-a 1)}]
N(Q)=1
Evidentemente:
dimR? = dim Q (E)+ N (Q)
kkosk
I teoremi 99 e 107 si riuniscono nell’unico teoremas

Teorema 108 Gli spazi vettoriali su un assegnato campo K sono isomorfi se e solo se sono
1sodimensionali.

Esempi
Consideriamo 'endomorfismo:

0:R?>— R?
definito da:

Q(z,y) = (2 — 4y, —z + 2y)

Determiniamo la matrice rappresentativa nella base canonica e; = (1,0), e; = (0, 1):

Q(e) =2e; — ey
Q (82) = —481 + 282,
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donde:

. 2 -4
n=a=( 25

Il sistema {Q (e;),Q (es)} ¢ linearmente dipendente, per cui una base di 2 (R?) ¢ {Q (e;)} =
{(2,—-1)}, per cui:

Q (R?) = L{(2, =1}
dim Q (R?) =1,

cioe:
Vy € Q(R?),y =k(2,—1) = (2k, —k)
Determiniamo il kernel di €2:

2¢ —4y =0

Q(:c,y):O<:>{ 2y =0

da cul 'insieme delle soluzioni:

— —x+ 2y =0,

(x,y) =y (2,1), cony € (—o0,+00)

Cioe:
kerQ = L[S], con S = {2,1}

N@Q) =1

Determiniamo I'immagine di y € Q2 (R?):

Q(y) = Q(2k, —k) = ( 2 —24) ( 3;;;)

vy € Q(R?), Q(y) =28y

Cioe I'immagine di y e 'omotetia di rapporto 8.
Determiniamo 'immagine inversa di y = (21{:, —k:):

(%)

da cui::

20 — 4y = 2k
—x+2y=—k

Tale sistema lineare ammette oo! soluzioni:

(z,y) = (k,0) +y(2,1), cony € (—o0,+00)
Quindi:

Q7' (2k,—k) = {(z,y) e R?| (z,y) = (k,0) +y(2,1), cony € (—o0,+00)}
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4.3 Esercizi proposti

1. Assegnata ’applicazione
QR — R? (4.7)

tale che:
x = (1,9,2) € R* — x' = (z,y) € R?

Si dimostri che € ¢ un omomorfismo ma non un isomorfismo. Si determini inoltre
I'immagine, il kernel e la nullita di .

2. Se[a,b] € R, con la notazione C™ (a,b) si denota l'insieme delle funzioni continue in
[a, b] e ivi derivabili fino all’ordine n. Come & noto, introducendo le operazioni:

+:C" (a,b) x C" (a,b) — C" (a,b)
- RxC" (a,b) — C" (a,b),

I'insieme C™ (a, b) assume la struttura algebrica di spazio vettoriale su R. Cio premesso,
si consideri lo spazio vettoriale C'™ (a,b) e i cui vettori sono le funzioni reali di una
variabile reale continue in [a, b] e ivi infinitamente derivabili. Si consideri ’applicazione:

D :C*(a,b) — C*(a,b),
essendo D l'operatore di derivazione, per cui:
d o0
D:f—Df=—-f(a), ¥f € C™(a)
Provare che D e un omomorfismo suriettivo ma non iniettivo. Determinare poi I'im-

magine e il kernel di D.

3. Sia P, [x] lo spazio vettoriale i cui vettori sono i polinomi di grado < n (§ 35). Si con-
sideri 'operatore di derivazione D dell’esercizio precedente. Applicando tale operatore
ai vettori di P, [z], determinare I'immagine e il kernel di D. Definire inoltre 'operatore
di derivazione n-ma D™, determinando il suo nucleo.

4. Trovare tutte le applicazioni lineari Q : R3 —— R3 tali che {(1,2,3),(4,5,6)} sia una
base di 2 (R?).

5. Si consideri ’applicazione:

Q:C°(R) — C°(R) (4.8)
fa)— [red

Dimostrare la linearita di 2, determinando poi la sua immagine e il suo nucleo.
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4.3.1 Soluzioni

1. Risulta:

VYA pueR, ¥x,y €R? Q(Ax + puy
=Q (M + px’, \y + py', Az + p2')
= Az + px’, \y + py’

— A (@) + (2

= AX + 1y,

~— — ~— ~—

donde il carattere omomorfo di {2. Inoltre, tale applicazione e suriettiva, poiche:

vx' = (z,y) € R?, 3x = (1,y,2) € R : Ox = X’

Per il teorema (108) I’applicazione (4.7) non ¢ un isomorfismo.

L’immagine di €2 e:

Q(E)={(z,y) eR*: —co <z < +o0, —00 <y < 400}

= piano cartesiano xy
Per il kernel di 2 osserviamo che:
(Vz € (=00, 4+00), x=(0,0,2) € R*) = Qx = (0,0) = Oge,
quindi:

KerQ = {(0,0,2) e R*: —00 < z < +00}

= asse 2z

La nullita di €2 &:
N(Q) =dimKerQ =1

2. La linearita di D discende immediatamente dalle regole di derivazione della somma di
due funzioni e del prodotto di uno costante per una funzione. Quindi:

VA u€R,Vf, g€ C¥(a,b), D(Af+png)=ADf + uDyg,
donde D ¢ un omorfismo. La suriettivita ¢ evidente:
Vf € % (a,b), IF (z) = /f(x)da: € C*(a,b) | DF = f
Inoltre:
(Vee R,Vf € C™(a,b), g(z) = f(z)+c# f(x)) = Df = Dg
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Cioe:
f#g9# Df # Dg,

per cui D non € iniettiva. Quindi D non & un isomorfismo.

Il kernel di D ¢ composto dalle funzioni costanti in [a, b]:

KerD = {f (x) = const, Vx € [a,bl]},

in quanto e tale che:

d
— =0
e
. Evidentemente: p
D :po (@) € Pule] — T € Poca o
dz
Pertanto 'immagine di D e:
ImD =P, [z]

Per definizione di kernel:

ker D = {p,, (x) € Py, [x] : Dp,, (x) =0},
cioe:
ker D = {po ()}
Si conclude che:
ker D = Py []
Osserviamo che Py [z] ¢ un sottospazio vettoriale di P, [z].

L’operatore D™ e cosi definito:

n d"
D"pm (1‘) = %pm (I)

_ % (% (%pm (x)))

Per m = n:
Dp,, (z) = a1 + 2asx + 3asz® + ... + na,a™!
D?p,, (z) = 2ay + 6asx + ... + n(n — 1) 2"
D"p,, (z) = nla,
Per m < n:

D"pp, () =0

La (4.10) implica:
ker D" = {pp<n ()},
cioe il kernel di D™ e

ker D" = P p [7]
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4. Per ipotesi:
E2 - {(]-7 27 3) 9 (47 57 6)}

¢ una base di € (R3). Assegnata la base canonica di R3:

61:(1,0,0), 62:<O,1,0), 93:(0,0,1),

deve essere:

Q(er) = (1,2,3) (4.12)

Inoltre:

Dalla linearita di €2 segue:

/

= fi(x,y,2) = ax + by + cz
fg(l’,y,Z) :dx—i—ey—i—fz
f3(w,y,2) = gv + hy + 12

/

xr
Y
Z/

Imponendo le (4.12):

filz,y,z) =x+4y +cz
fg(l’,y,Z) :2x—|—5y—|—fz
fs(x,y,z) = 3x + 6y + Iz,

donde:
Q(z,y,2) = (x +4y +cz,2x + 5y + fz,3x + 6y + [2)

Ora dobbiamo imporre dim €2 (R3) = 2. A tale scopo determiniamo le immagini dei
vettori della base canonica:

Q(er) =(1,2,3)
Q(e2) = (4,5,6)
Q(e3) = (a,b,c)

Affinche dim Q (R3) = 2, il sistema
Az ={Q(e1),Q(e2), 2 (e3)}

Cioé la matrice:

1 4 a
A= 350 |,
3 6 ¢
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deve avere rango 2, quindi:
det A=0=a=2b+c
Cio implica:
Joo? Q: R* — R? | {(1,2,3),(4,5,6)} base di Q (R?)

. Lalinearita della (4.8) segue immediatamente dalle proprieta di additivita e omogeneita
dell’integrale definito di una funzione reale di variabile reale.

Se indichiamo con F' (x) la primitiva di f € C°(R), deve essere:

Q(f) = F(z) - F(0),

. per cui:

Q: f(x)— F(z)— F(0)

donde I'immagine di €2 :
0 (C°(R)) = C°(R)

Per definizione di kernel:

KerQ={f(z) € C°(R) : Q(f) = Ocom) } ,

essendo Oco(g) il vettore nullo di C° (R), cio¢ la funzione identicamente nulla su R.
Dobbiamo percio risolvere I’equazione operatoriale:

Q(f) = Ocow),

equivalente alla:

Vo € R, /f(f)dfz()(:)VxeR, F(x)=F(0) <= F(z) =const <= f(2) =0
0

Quindi:
Ker() = {OCO(R)}

4.4 Lo spazio vettoriale Hom (E, I)

Siano E, F' due spazi vettoriali su K. Poniamo per definizione:

Hom (E, F) wf {Q | Q omomorfismo tra E e F'} (4.13)

In altri termini, Hom (F, F) & la totalita delle applicazioni lineari tra i due spazi vettoriali

Introduciamo 'operazione di somma tra omomorfismi:
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+:Hom (E,F)x Hom (E,F)—— Hom (E, F) (4.14)
(Q1,Q) € Hom (E, F) x Hom (E,F) — (1 + Q) € Hom (E, F)

La (4.14) & cosi definita:

VEE»—>V/:(Ql+Qg)Vd§f (v +Qv) e F

Dimostriamo che (2, + €2) € Hom (E, I), cioe la linearita dell’applicazione ), 4+, definita
dalla (4.15). Posto Q = Q; + Qy, abbiamo:

Vo, € K,Yv,w € E, Q(av + fw) o, (av + fw) + Qs (av + fw)

leH(ln(E,F) Oéle + ﬁQlw—FC(QQV + BQZW

=a((h+Q)v+F(h+Q)w
= aQv + AOw

Introduciamo ora 'operazione di prodotto di uno scalare per un elemento di Hom (E, F):

-t K x Hom (E,F)— Hom (E, F) (4.16)
(\,Q)e K x Hom (E,F) — (AQ2) € Hom (E, F)

La (4.16) ¢ cosi definita:

M Ev— F (4.17)
VGE»—)V':()\Q)Vdéf)\(QV)GF

Dimostriamo che (AQ2) € Hom (E, F), cioe la linearita dell’applicazione AQ2 definita dalla
(4.17). Posto & = A2, abbiamo:

Va,f € K,Vv,w € E, ®(av+ fw) = AQ (av + fw)

Qetlom(BF) (aQv + 5Qw)
= a\Qv + SA\Qw
= adv + [dw

Con l'introduzione delle operazioni (4.14)-(4.16), l'insieme Hom (E, F') assume la struttura
di spazio vettoriale su K.
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Osservazione 109 L’elemento neutro in Hom (E, F) é lapplicazione:
O:veE— 0p (4.18)
L’elemento opposto ad un elemento 2 € Hom (E, F') ¢ l'applicazione:
(—=Q) e Hom (E,F):ve E+—— (—Qv) € F

Nel caso speciale in cui £ = F', la generica applicazione lineare €2 : £ —— I & un operatore
lineare spesso denominato endomorfismo o trasformazione lineare di E. In tal caso
I'insieme (4.13) si indica con il simbolo End (E).

4.5 Matrice rappresentativa

Siano E e F' due spazi vettoriali sul medesimo campo K. Consideriamo due basi di £ ed F
rispettivamente:

{e}, i=1,2,...n=dimF
{f;}, 7=1,2,..,m=dimF

Evidentemente:
VQ € Hom (E,F), Qe; =Y ayf;, i=1,2,...n (4.19)
j=1
Esplicitiamo la (4.19):
Qe1 == allfl + a12f2 + ...+ almfm (420)

Qe2 = (lglfl —+ (lggfg + ...+ agmfm

Qen = anlfl + aang + ...+ anmfm

Definizione 110 Si definisce matrice rappresentativa dell’omomorfismo ) relativa-
mente alle basi {e;}, {f;}, la matrice n x m:

a1 a921 e Qpa
A _ a12 99 o Qpo
A1m A2m ... Apm
Scriviamo:
a11 a21 ... Qi
. 12 A22 ... Am2
0= m (4.21)
A1p A2y ... Amn
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Si noti che la colonna i-esima della matrice rappresentativa di 2 € composta dalle componenti
del vettore Qe; nella base {f;}.

Nel caso speciale in cui 2 € End (E), assumiamo {f;} = {e;}. La matrice (4.21) ¢ la matrice
rappresentativa dell’endomorfismo () relativamente alla base {e;} o semplicemente
matrice rappresentativa nella base {e;}.

Ad esempio consideriamo Q € End (R?):

Q:R*+— R?
(x,y) — (4o — 2y, 2x + y)
Determiniamo la matrice rappresentativa di €2 nei due casi seguenti:
1. nella base canonica e; = (1,0), e; = (0, 1).
2. Nella base €] = (1,1), e, = (—1,0).

Soluzione
Nella base canonica:

Qe1 = (4, 2) = 481 + 282
Qe2 = (—2, 1) = —261 + eo,

quindi

Nella base {e]}:

Qe; = (2,3)
Qel, = (—4,-2)

Eseguiamo il cambiamento di base {e;} — {€;}. La matrice é:

(1 -1 L (01
we(h )= (h0)

Qe = 3e| + €,
Qe| = —2€] + 26},

da cui:

quindi la matrice rappresentativa nella base {e}}:

APPUNTI INGEGNERIA GRATUITI - www.riccardogalletti.com/appunti_gratis



4.5.1 Prodotto di endomorfismi

Siano Q,® € End(E). Dicesi prodotto dell’endomorfismo (2 per I’endomorfismo ®,
I’endomorfismo ¥ = ® o () cosl definito:

Vv e B, Uv=2>(Qv)
E facile mostrare che ¥ € End (E). Infatti:

VA pe K, WoweE, U+ uw) 2 & Q0w+ pw))

ErAE) g (AQV 4+ pudw)
PEERAE) N (Qv) + ud (Qw)
© AUy + wIw

Proposizione 111 Se A e¢ B sono le matrici rappresentative di ) e ® relativamente alla
base {e;}, la matrice rappresentativa di ® o) relativamente alla medesima base ¢ B - A, dove
- denota il prodotto righe per colonne.

Dimostrazione. Sia Q = A = (a;;), ® = B = (b;;) con 4,5 =1,2,...,n = dim F. Quindi:
Vx € E, Ox = Zaijmj
j=1

Da cio segue:

Vx € E, Ix =P (Ox) = ZbklZaljxj
=1 j=1

= Z Z bklalj.’ﬁj — ¥ = (ij) )

=1 j=1
essendo:
n n
Crj = Z Z bklalj;
=1 j=1
donde: ]
cY(;)=B-A
]

~

Definizione 112 L’operatore Q € End(E) ¢ nilpotente, se risulta: 9> = Qo Q = 0,
essendo 0: x € E — 0.

Pit in generale, se I3p € N — {0,1,2} : QP = 0, diremo che Q ¢ nilpotente con indice di
nilpotenza p.

Definizione 113 L operatore 2 € End (E) ¢ idempotente, se risulta: Q* = ().
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Ad esempio, gli operatori:

(6 =12\ . (6 -2
92(3 —6)’A_(15 —5)

Sono rispettivamente nilpotente e idempotente:

QQi<O 0):>S22:0

0 0
A2i<165 :?):>A2:A

Esempi.
Consideriamo 'operatore lineare:

0:R?2— R2 (4.22)
(z,y) — (v +y,7)

Costruiamo la matrice rappresentativa di (4.22) relativamente alle basi:

{e1 =(1,0),e, =(0,1)}
{fi=(2,1),,=(1,2)}

Abbiamo:

Qelz(l,O)zl-el—i-O-eg
Qey=(1,1)=1-e;+ 1 ey,

(1)

donde:

Passiamo alla base {f;}:

Qfl - (3, 1)
Qfy, = (3,2)
Dobbiamo esprimere i suddetti vettori nella base {f;}, ovvero eseguire il cambiamento di
base.
(21 1 2 -1
R_(1 2):>R _§<—1 2 )
donde:
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5 1

Qfl - gfl - gfg
4 1
QfQ = gfl + gfg
Quindi:
L/ 5 4
=3 ( -1 1 )
*koksk

Consideriamo lo spazio vettoriale P, [x] dei polinomi di grado < n, quindi 'operatore di

derivazione D = %:

D :P,[zx] — Pn_1|x]
d

Pm (x> — %pm (JZ)

Determiniamo la matrice rappresentativa di D relativamente alle basi:

{e; (x)}, (i=1,2,...,n)
{fj (ZL‘)}, (] = 172a sy = 1)

essendo:

eo () =1
e1(r) ==z
ey (1) = 2°
en () ="

mentre {f; (z)} & una base dello spazio P, [z]:

fo (27) =1

filz) =2z

fo(x) = 27
fn—l (£) ="'

A tale scopo determiniamo i vettori €] (x) = De; (x). Risulta:

129

APPUNTI INGEGNERIA GRATUITI - www.riccardogalletti.com/appunti_gratis



el (z) = De, () = na"!

n

Scriviamo i vettori €} () come combinazione lineare dei vettori della base {f; (z)}:

eo () =0-fo(x)+0-fi(x)+0- fo(z)+...+0- fr_y1(x)
ef(x)=1-fo(x)+0-fi(x)+0-fo(x)+...+0- fr_1(x)
e () =0 fo(z)+2- fi(z)+0- fol(z)+..+ 0 fo1(x)
es (2)=0-fo(x)+0-fi(x)+3 - fo(x)+...+0- fr1(x)

€ (1) =0 fo(z) +0- fr(2) +0-fo(x) + ... 40 fua(2),

da cui la matrice rappresentativa:

0O 1 0 O 0
0 2 0 ... 0

D = 0O 0 0 3 ... 0 n righe
0 0 0 0 ... n

n—+1 colonne

4.5.2 Endomorfismo inverso

Definizione 114 Se Q € End(E), diremo che esso ¢ invertibile se esiste Q7' € End (FE)
denomoninato inverso dell’operatore () tale che:

Q=00 =1
Un endomorfismo invertibile & spesso denominato automorfismo.
Proposizione 115

¢ nvertibile

( Q€ End(F) ) <= (A ¢ non singolare)

essendo A la matrice rappresentativa di €2 in una base assegnata.

Dimostrazione. In una base assegnata, indichiamo con A la matrice rappresentativa di
Q. Deve essere:

AA=AA=1, (4.23)

Dall’algebra delle matrici segue che la (4.23) & vera se e solose A = A~'. m
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4.5.3 Esercizi
1. Determinare la matrice rappresentativa dell’operatore omotetia (es. 4.2)
2. Assegnata ’applicazione:
0:R?>+— R3

(z,y) — (x =y, x+y,2),

mostrare che Q € Hom (R? R?), determinando poi la sua matrice rappresentativa
relativamente alle basi:

{61 = (1, 0) , €9 = (0, 1)}
{f, = (1,0,0),f, = (0,1,0),£; = (0,0,1)}

3. Sia E uno spazio vettoriale su K con dim £ = 3. Si consideri l'operatore lineare
Q2 : F —— FE tale che la sua applicazione sulla base {e;} é:

e_1, se1>1
e, — { 0, sei—1 (4.24)

Determinare: a) il risultato dell’applicazione di €2 su un qualunque vettore di E; b) la
matrice rappresentativa di 2 nella base {e;}.

4. Si determini la nullita del seguente operatore lineare:

0:R?— R?

4.5.3.1 Soluzioni
1. Abbiamo:

Q. F— F

Vi AV

essendo A\ € K — {0} il rapporto di omotetia. Consideriamo una base di E:

{e;},i=1,2,...,n=dimE (4.25)

Applichiamo € ai vettori di base:

ei=Xde;=Xe;+0-e+..+0-¢,
ey, =Xy =0-e+A-e+..+0-e,

e =X, =0-e,+0-ex+..+\ e,
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Quindi la matrice rappresentativa di 2 ¢ la matrice diagonale:

A0 0 O
0 0O X 0 0
0O 0 0 A

Cio si esprime dicendo che Q ¢ diagonale nella base (4.25).

Nel caso speciale A = 1, 'operatore omotetia si identifica con I'operatore identita:
1:v +—— v, la cui matrice rappresentativa ¢ la matrice identita di ordine n:
1 0 0 0
j-| 000 (4.26)

. Iniziamo a dimostrare la linearita.

/

Y\ p€R, Vv = (z,y) € R? Vw = (2/,y) € R?, u= v+ puw = (Ao + pa’, \y + py

/

)
Qu = Az + px’ — Ay — py', Ao + px’ + My + py', \e + pa)
=Nz —y)+p@E —y) Aoty +p@ +y), v+ pa')

:)\V—l—,uW:>Q€Hom(R2 3)

Determiniamo ora il risultato dell’applicazione di €2 sui vettori di base:

e] = Qe =(1,1,1)
e, = Qey = (—1,1,0)

Quindi esprimiamo tali vettori nella base {f;}

’1_1 fi+1-fH+1-15
h=—1-f1+1-f,+0-f3

da cui la matrice rappresentativa:

. Siax e E:
3
X = inei
=1

Applichiamo €2:

3
Ox = inQei
i=1

= T9€y + T3€3,
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donde:
O x = (11,29, 23) — X' = (19, 23,0) (4.27)

Per determinare la matrice rappresentativa, esplicitiamo le (4.24):

ef=0e;=0=0-e,+0-e;+0-e3
e,b=0=e =1-e,+0-e+0-e3

e;=0e3=e;=0-e;+1-e+0-e;3
per cui:

0=

o O O
O O =
O = O

Si osservi che al risultato (4.27) si perviene attraverso la moltiplicazione righe x colonne
delle matrici rappresentative di €2 e x rispettivamente:

010 T i)
0 00 T3 0

. Come ¢ noto:
N (Q) = dim Ker ()

Determiniamo il kernel dell’operatore:

KerQ) = {X€R2ZQX:0}
= {(z,y) €R?: (22 — 4y, —x + 2y) = (0,0)}

Gli elementi di Ker() sono i vettori x = (x,y) le cui componenti sono soluzioni del
sistema di equazioni lineari:

20 —4y =20 (4.29)
-+ 2y =0,

equivalente all’equazione lineare omogenea:
x— 2y =0,
per cui il sistema (2.23) ammette oo! autosoluzioni:
(z,y) = (29,9)
Quindi il kernel di €2 e:
KerQ:{(x,y)€R2:a::2y, —oo<y<+oo}

La nullita:
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4.6 Autovalori e autovettori di un endomorfismo

4.6.1 Definizioni

Da qui in poi indichiamo con un simbolo del tipo X un endomorfismo di uno spazio vettoriale

e con X la matrice rappresentativa relativamente ad una base assegnata. Cio premesso, sia
A€ End(E):

A:E—F
v— v VYverl
In generale il vettore v’ - risultato dell’applicazione dell’operatore A sul vettore v - non &

proporzionale a v. Ci si puo chiedere se esistono vettori che verifichino tale proprieta. Piu
precisamente, sussiste la seguente definizione:

Definizione 116 [l vettore v € E — {0} dicesi autovettore dell’operatore A se esiste uno
scalare A € K tale che: )
Av = v

Lo scalare \ si chiama autovalore di fl, e diremo che v & un autovettore appartenente (o
associato) all’autovalore \.

Si osservi che se v & autovettore di A con autovalore \, per ogni o € K — {0}:

A(av) = adv = X (av), (4.30)

cioé av & ancora autovettore di A con autovalore \. Sia V [v] il sottospazio di F generato
da v:

Viv]= {(av) € E|Av = )\v, aEK—{O}} (4.31)
Chiamiamo (4.31) sottospazio invariante per 'operatore Al
skokok
Assegnato A € K, consideriamo 'insieme:
B\ Y {v cE— {0} ] Av = )\v} (4.32)

In altri termini consideriamo la totalita dei vettori di E che sono autovettori di A apparte-
nenti al medesimo autovalore \.

Proposizione 117 E'(\) = E(\) U {0} ¢ un sottospazio di E.
Dimostrazione. Vv, w € E’ (\):

AV +w) ASIE) fy 4+ Aw
=Av4+w)= (v+w) e FE ()

Va € K, Vv € E'()\), per la (4.30) il vettore (av) € E' (\). =
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Definizione 118 Il sottospazio E' (\) dicesi autospazio di A associato all’autovalore .

Teorema 119 Autovettori appartenenti ad autovalori distinti sono linearmente indipenden-
ti.

Dimostrazione. Sia A € End (E) tale che:

Avi=M\vi, k=1,2,...n (4.33)
Ak # Ak, k,k/ € {1,2, ,n}
kK

Si osservi che nel caso speciale n = 1, I'asserto ¢ banalmente vero:
AVl = )\1V1

Per definizione di autovettore deve essere v # 0 e come tale v; ¢ linearmente indipendente.
Per dimostrare 'asserto per ogni n, procediamo per induzione:

( la proposizione ¢ vera > . < la proposizione ¢ vera ) (4.34)
perr=n-—1 perr=n

Per dimostrare I'implicazione induttiva (4.34) procediamo per assurdo. La negazione della
tesi e:
la proposizione e falsa
perr=n ’

OVVero:
( il sistema %, = {vy, va, ..., v, } )

e linearmente dipendente
Quindi:
d(ay,az, ...,a,) # (0,0,...,0) | ayvy + agvo + ... + a,v,, =0 (4.35)

Senza perdita di generalita supponiamo che:

Applichiamo 'operatore A ad ambo i membri della combinazione lineare (4.35), osservando
che il vettore nullo e invariante rispetto all’azione di un qualunque operatore lineare:

~

A(ayvy + agve + ... +a,v,) =0

Per la (4.33):
a1 A\1V1 + as\ove + ... + ap A, vy, =0 (4.37)

Moltiplichiamo la (4.35) per A, per poi scrivere il sistema di equazioni:

a1 A, Vi + as\, Vo + ... + ap A\, v, =0
CL1>\1V1 —+ CL2/\2V2 + ...+ Cln)\nVn =0

Sottraendo membro a membro:

aq ()\1 — )\n) Vi + a2 ()\2 — )\n) Vo + ...+ Ap_q ()\n,1 — )\n) Vp—1 = 0
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Per la (4.36) e la seconda delle (4.33):
ay (A1 — )\n) # 0,
cioe il sistema 3, 1 = {vy,Vva,..., v, 1} € linearmente dipendente. Inoltre:
Y1 C X, = X, e linearmente dipendente,

che ¢ una negazione dell’ipotesi (4.34).
La negazione della tesi implica la negazione dell’ipotesi, da cui ’asserto. m

4.6.2 Polinomio caratteristico
Sia A € End (E) rappresentato dalla matrice (in una base assegnata):
A = (aw) s Z,] = 1,2, N = dlmE < 400

Proposizione 120 R
Au = \u < det (A — )\Tn) =0,

essendo 1,, la matrice identita di ordine n.
Dimostrazione. L’equazione agli autovalori:
Au = \u

e equivalente alla:

(A—Ai) u=0, (4.38)

essendo 1 € End (E) Poperatore identita: lu = u, Yu € E. Per quanto detto, la matrice
rappresentativa di A é:

ai;; a1 ... QAip
agy Q@922 ... A2

A= L
Ap1 Ap2 ... Qpp

mentre la matrice rappresentativa di u ¢ il vettore colonna:

Uy

. U9
u=

Unp

Ovviamente la matrice rappresentativa del vettore nullo e il vettore colonna:
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Da cio segue:

ap; — A a2 Ain
A—/\i:A—/\Tn: 21 azg — A Q2n,
ap1 a;g Qpp — A
Quindi:
ai — A a12 Qin Uy 0
S R | U S L TS
A1 QA2 e Qpp — A Up, 0

La (4.39) ¢ equivalente al sistema lineare omogeneo:

(@11 — )\) U1 + A12Ug + ... + AUy = 0 (440)

ao1Uy + (CLQQ - )\) Uy + ... + AonUy = 0

A1ty + Apotiy + ... + (G — A) Uy, = 0

Come ¢ noto, il sistema (4.40) ammette autosoluzioni se e solo se:

ajg — A a19 Qi
as1 Aog — A ... Qo _0
a1 Ao e Qpp, — A
cioe:
det (A — /\Tn) =0
[ ]

Si osservi che det (A — )\Tn) ¢ un polinomio di grado n, quindi poniamo per definizione:

pa(\) Y det (A —AT,,) (4.41)

Chiamiamo p4 (A) polinomio caratteristico dell’endomorfismo A.
Esempi.
Esplicitare il polinomio caratteristico degli operatori A e B, rappresentati dalle matrici:

ajr ao bll b12 b13
A= (a u ),BI bai by bag
A b3 bz baa

Per I'operatore A:

pa(A) =

= (an - )\) (Gzl - )\) — Q12421
= A2+ (—a1; — axn) A+ ajag

Q12 azy — A

ap — A 21 '

137

APPUNTI INGEGNERIA GRATUITI - www.riccardogalletti.com/appunti_gratis



Per 'operatore B:

b1 — A bi2 bi3
PB ()\) = bay baa — A 523
b3 b2 b3z — A

==X+ )\ (b1 + bag + b33) + A (b12bar — b11bag + bi3bsy + bagbsa — by1bsg — baobss) +
— b13baabs1 + b12basgbsi + bigbaibsa — b11basbsa — bi2baibss + bi1basbss

Da tali esempi si evince che nel caso n x n:

pa (V) =Y ak (ay) A,

essendo ay, (a;;) funzioni degli elementi di matrice.

$okok

Per quanto detto, gli autovalori di un endomorfismo A sono le radici (in K) del polinomio
caratteristico. Dalla conoscenza di tali radici, risolvendo il sistema lineare (4.40) si ottengono
i corrispondenti autovettori.

Esempio.

Determinare autovalori e autovettori dell’operatore A — 2 rappresentato dalla

matrice:
1 -1
a=( )

11—\ -1
pA(A):‘ 2 —1—)\‘

=\ 4+1

Il polinomio caratteristico e:

Da cio segue che gli autovalori di A sono le radici dell’equazione:
MNpl=0< N\ = —i, Ay = +i

Le componenti degli autovettori corrispondenti sono le soluzioni del sistema:

2u; — (1 4+ A\p) ug =0,

1 1
1~ (2
0= (k)= (05

Si osservi che gli autovettori u® sono definiti a meno di una costante moltiplicativa, poiché
il sistema (4.42) ammette oo! autosoluzioni.

ottenendo:

138

APPUNTI INGEGNERIA GRATUITI - www.riccardogalletti.com/appunti_gratis



Kokosk

Sia p (x) un polinomio a coefficienti in K:

p(x) = ap + a1x + ax® + ... + a,z” (4.43)

Se A € End (E), essendo E uno spazio vettoriale n-dimensionale sul campo K, eseguiamo
nella (4.43) la sostituzione:

x— A, ag — agl

ottenendo 1'operatore
P (A) = aol + a1 A + ayA? + ..+ a, A" (4.44)
Se A ¢ la matrice rappresentativa di A:

P <A> :p(A) = aOTn+a1A+a2A2+ +(lnAn

Esempio.

p) =20 =50+ Tigle) =~ - A= (T )

Risulta:

= 2 1, = 122 X A2 9T _ 4 —6
p(A)=2A—-3A+7 12—<27 27), q(A)=A*-5A 212—<24 6

Definizione 121 Se risulta p(A) = 0, diremo che p(x) é un polinomio annullatore di

A,

Teorema (di Cayley-Hamilton) 122 1[I polinomio caratteristico di una qualunque ma-
trice A ¢ un polinomio annullatore di A.

4.6.3 Endomorfismi diagonalizzabili

Consideriamo uno spazio vettoriale E n-dimensionale sul campo K.

Definizione 123 A € End (E) ¢ diagonalizzabile se esiste una base di E tale che: A =
A= dZCI,g (alla A22, ..y ann)'

Proposizione 124 A € End (E) é diagonalizzabile se e solo se A ammette n autovettori
linearmente indipendenta.

Dimostrazione. La condizione & necessaria.
Per ipotesi:

~

Av,=Nv;, i=1,2,...,n
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Il sistema ¥ = {v;} ¢ una base di F, in quanto sistema di ordine massimo. Scriviamo la
matrice rappresentativa dell’operatore A nella base . A tale scopo determiniamo il risultato
dell’applicazione di A sui vettori di X:

AV1:A1V1+O'V2+...+O'VH
AVQZO'V1+)\2‘V2+...+O'Vn

Av, =0-vi+0-vVo—+ ...+ X\, - Vi,

Quindi:
A 0 0
Ao A 0 X 0
0 0 An

donde l'asserto.
La condizione é sufficiente.
Per ipotesi A ¢ diagonalizzabile, per cui esiste una base {e;} di F tale che

ai 0 0
A - A _ 0 929 0
0 0 Ann

Per definizione di matrice rappresentativa deve essere:
Aei:aiiei, z:1,2,...,n
cioe A ammette n autovettori linearmente indipendenti. m

xkk

Consideriamo I'autospazio E’ ();) corrispondente all’autovalore \; di A € End (E).

Definizione 125 Dicesi molteplicita geometrica' di \; l'intero naturale r; = dim E’ (\;) >
1.

Supponiamo che {u; 1,1;2, ..., u;,, } sia una base di £’ (\;) con r; > 1. Siccome u;; € E (\;),
deve essere:

Aui,l = )\iui,l

Alli,z = /\iui,2

Aui,ri = Al

In alcune teorie fisiche (Meccanica Quantistica) la molteplicitdh geometrica ¢ denominata grado di
degenerazione, e il corrispondente autovalore si dice degenere.
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In altri termini al medesimo autovalore A; corrispondono piu autovettori linearmente in-
dipendenti. In simboli:

i — {ui,laui,27 '-'7ui,ri}
D’altro canto, \; & una radice del polinomio caratteristico pa (A) e come tale avra una
molteplicita algebrica v; > 1.
Teorema 126 Se \; ¢ autovalore di A € End (E), allora r; < v;.
Dimostrazione. Omessa m
Proposizione 127 Sia E uno spazio vettoriale finito-dimensionale. A € End (E) dotato di
q autovalori distinti A1, Ae, ..., Aq, € diagonalizzabile se e solo se:

q

E T, =n,

i=1

essendo n = dim E.

Dimostrazione. Omessa =

Esempi

Consideriamo gli operatori A, B, C' € End (R?) che nella base canonica {(1,0,0), (0,1,0),(0,0,1)}
sono rappresentati dalle matrici:

21 0 1 2 2 100
A=lo01 -1 |,B=( 1 2 -1 ]|, c=(0 30
02 4 11 4 00 3

Si diagonalizzino (quando e possibile) i suddetti operatori.
Soluzione.
Polinomio caratteristico di A:

pa(A) =(2=X) (A =51+6),

le cui radici - autovalori di A - sono:
)\1 = 2, v = 2
)\2 = 3, Vg = 1
Da cio segue immediatamente che ro =1, r; < 2.

)\1 — U1 = <1a070)7
donde:

E\)={oau;:aeR}=r =1

All’autovalore \,:
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Ao =3—uy=(—1,-1,2)

Si conclude che 'operatore A possiede solo due autovettori indipendenti, e come tale non e
diagonalizzabile. Alternativamente, osserviamo che:

2
Zri:2<n:dimE,

i=1

quindi per la proposizione 127 I’endomorfismo A non & diagonalizzabile.
Polinomio caratteristico di B:

pr(A) =—-(A-1)(A-3)
Quindi:

)\1:1,V1:1:>7“1:1
)\2:3,U2:2:>7"2§2

Iniziamo con Aq:

O+QUQ+2U3:0
U1+U2—U3:0
—U1+U2+3U2:0,

che ammette oo! soluzioni proprie:

(U1,U2, U3) = Uus (2, —1, 1)
Quindi

)\1 — Uy = (2, —1, 1)

Passiamo all’autovalore \:

—2’LL1+2U2+2U3 :O
U1+U2—U3:O

—U1+UQ+U3:O,

che ammette oo? soluzioni proprie:

(ulu u27u3) = U2 (_17 17 0) + us (17 07 1)
Quindi

=3 —u =(—1,1,0), ugp = (1,0,1)
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Cio implica:

o = dlmE()\Q) =2

Il sistema {uy,u21,uz2} ¢ una base di R? e in essa la matrice rappresentativa di B e:

Bdiag -

OO =
o W O
w o O

Operatore C
La risposta e banale: C' e diagonale nella base canonica.

$okok

Consideriamo due sistemi di assi cartesiani del piano R (0zy) e R’ (0z'y’), aventi in comune
Porigine. Quindi gli assi cartesiani 2’1 sono ruotati rispetto a x,y di un angolo 6. Le
equazioni di trasformazione sono:

' =z cosf +ysinb (4.45)

/ —_—

y = —xsinf + ycosl
Le (4.45) possono essere scritte in forma matriciale:

x cosf sind x
(y’)_(—siDQ COSG) (y) (4.46)

Nel formalismo operatoriale le (4.46) possono essere interpretate come ’azione di un opera-
tore R (#) su un generico vettore posizione x = (z,y):

R(0)x =X

essendo x' = (2, 1/) il vettore posizione rispetto al sistema di coordinate ruotato di 6 attorno
all’origine. Evidentemente:

R (0) € End (R?) confeR
La matrice rappresentativa di R (6) nella base {(1,0),(0,1)} &:

cosf sind
—sinf cos6

R(G):(

Quindi il polinomio caratteristico:

pr (A) = A2 —2Xcosf + 1,

le cul radici sono:

A =cosf £ v/ —sin’f (4.47)

Abbiamo:
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NeR<«=sin?0=0«<=0=kn, Vk€Z
GER—U{kW}:AZCOSQﬂ:iSmH

kEZ

Pertanto gli autovalori reali sono:

A, = cos (km) = (=1)F, VkeZ

Le corrispondenti equazioni agli autovalori sono:

R (0)x = \ox
R(7)x = \x
R (27) x = Aox
R (km)x = \gX

Passiamo agli autovalori complessi, nel senso che consideriamo R () quale operatore lineare:

R (6) : R? — R?

Qui R? ¢ inteso come spazio vettoriale sul campo complesso C, anziche sul campo reale R.
Innanzitutto deve essere 0 # km:

A, = cosf £ isiné

Le relative molteplicita (algebrica e geometrica):

1/1:1, le]_

Vg = 1, o = 1
Quindi:

q=2

ZTZ‘ = 2=n = R (0) ¢ diagonalizzabile
1

Le componenti (uy, us) del generico autovettore sono le autosoluzioni del sistema omogeneo:

(cosf —X)ug + (sinf)uy =0
(—sinf) uy + (cosf — X)ug =0

Per A = A\, una delle infinite soluzioni e:
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w = (1, —1)

Per A = A5, una delle infinite soluzioni e:

Ug = (]_, l)

I corrispondenti autospazi sono:

E'"(\) ={au | a € C}
E'(A2) ={Puy | 3 € C}

Nella base {uy, u,} la matrice rappresentativa di R (6) &:

cosf —isinf 0
Riag (0) = ( 0 cos @ + isinf )

4.6.4 Proiettori

Sia E uno spazio vettoriale su K. Supponiamo che F ammetta una decomposizione in somma
diretta di N sottospazi:

E=U,0U,®..0 Uy

In tal modo un qualunque x € F si esprime in uno ed un solo modo come somma di vettori
appartenenti a Uy,Us, ..., Uy:

xeF— 3Ix, € U, (k=1,2,...,N)| X =X| +Xo+..+Xpn (448)

Per quanto detto, la (4.48) ¢ univocamente determinata dal vettore x, per cui possiamo
definire N applicazioni:

P:E—FE k=12.,N (4.49)
x— X, €U, VxeFE

Dimostriamo la linearita della (4.49).

V\ue K, Vx,xX € E
P (Ax + px') = Axy + pix,
= )\ka + ,U/ka,

per cui Py, € End (E).

Definizione 128 Gli operatori Py, Py,...,Py si dicono proiettori per F
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L’immagine di P, &
Determiniamo il kernel di Pk:

kel"pk:{XEE|ka:0E}
Dobbiamo risolvere ’equazione operatoriale:

PkX = OE

Le soluzioni sono:

x € Upzi,
donde:

ker P, = Uy + Uy + ... + Upy + Upr + ... + Uy

I proiettori sono operatori idempotenti:

VXEE,]s,?X:Pk<]5kx>:kakzxk:>]5,?:]5k

Altre proprieta:

A A ~ 0, seh=#k
<Pth> X = Ph <PkX) = Pth = { X, se hi e
Cioe:

Py, Py = OpiXy,

essendo dy;, 1l simbolo di Kronecker.

N N
ix € B, (Pt Byt Py)x =Y xe=x— Y Bi=1
k=1

Supponiamo che dim £ = n. Assegnata la base canonica {ey}:

(S31 (]_,0,.. ,O)
es = (0,1,...,0)
e, = (0,0,...,1)

resta definita la decomposizione di E:

E:Ul@U2@++Un,

essendo Uy, il sottospazio di E generato da ey. Assegnato x = (x1, g, ..., Tp):
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ka = X = (0, ceiy Ty ,0)

Restano cosi definiti n proiettori, le cui matrici rappresentative nella base canonica sono:

1 0 0
. 0 0 0
P = 0
0

0 0

. 0 1 0
P = N 0
0 0 0

0 0 .. 0

. 0 0 .. 0
B= 0
0 0 .. 1

Esempi

Consideriamo il piano euclideo R?. Assegnato un sistema di assi cartesiani Ozy, sianoie j i
versori degli assi cartesiani. Evidentemente essi compongono una base di R?. Assegnato un
qualunque vettore v € R

v =(z,y) = zi+yj

Indichiamo con U,, U, i sottospazi di R? generati da i e j rispettivamente. Evidentemente:

R?=U, ®U,

Resta cosi definita la coppia di proiettori:

< <
I
< <
8

Mk

essendo v, = (z,0), v, = (0,y)
La matrice rappresentativa di P, nella base ¥ = {i, j} &:

s . (10
()

Cioe P, ¢ diagonale in ¥. Gli autovalori sono gli elementi della diagonale principale:

A

)\1:1,)\220

I corrispondenti autovettori sono i vettori di base, quindi abbiamo le equazioni agli autovalori:
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NS
a.
i
o =
O .

Passiamo al proiettore Py:
~ . (00
(1)

1 =0,p2 =1

I corrispondenti autovettori sono i vettori di base, quindi abbiamo le equazioni agli autovalori:

Autovalori:

Pi=0-i
Pj=1-j (4.50)

4.6.5 Esercizi

1. Assegnati gli operatori A,B,C’ € End(C) rappresentati nella base canonica dalle
seguenti matrici:

Az(?é),Bz(?i),C:(g_?),aeR—m}

si determinino autovalori e autovettori, diagonalizzando (dove ¢ possibile) il singolo
operatore.

2. Assegnati gli operatori 4, B,C € End (R3) rappresentati nella base canonica dalle
seguenti matrici:

10 -1 1 1 -2 1 2 2
A=12 1 |, B=| -1 2 1 |,c=[ 0o 21|,
2 2 3 0 1 —1 ~1 2 2

si determinino autovalori e autovettori, diagonalizzando (dove ¢ possibile) il singolo
operatore.

3. Assegnati gli operatori A,B,C € End (R3) rappresentati nella base canonica dalle
seguenti matrici:

0 1 0 2 -8 —12 3 -9 —12
A=(o0o o 1 |,B= 1 4 4 |,c= 1 3 4 |,
1 -3 3 0 0 1 0 0 1

si determinino autovalori e autovettori, diagonalizzando (dove ¢ possibile) il singolo
operatore.
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4. Assegnati gli operatori A, B € End(R®) e C' € End(R*) rappresentati nella base

10.

canonica dalle seguenti matrici:

2 11 2 20 gggj
A=|121]|,B=[220|,C= ,
00 1 00 1 bl

2 2 2 -1

si determinino autovalori e autovettori, valutando la possibilita di diagonalizzazione di
singolo operatore.

. Assegnati gli operatori A € End (RY), B e End (R3) rappresentati nella base canonica

dalle seguenti matrici:

1 1 1

1
5 6 —3
R . B=| -1 0 1 |,
1 -1 1 -1 L 9 1
1 -1 -1 1

si determinino autovalori e autovettori, valutando la possibilita di diagonalizzazione di
singolo operatore.

. Diagonalizzare 'operatore A € End (R*) rappresentato nella base canonica dalla ma-

trice:
1 -4 -1 —4
2 0 5 —4
-1 1 -2 3
-1 4 -1 6

A:

Diagonalizzare 'operatore A€ End (R*) rappresentato nella base canonica dalla ma-
trice:

5 6 —-10 7
-5 -4 9 -6
-3 -2 6 -4
-3 -3 7 =5

A=

. Diagonalizzare 'operatore A€ End (R*) rappresentato nella base canonica dalla ma-
trice:
-1 -1 -6 3
1 -2 =30
A= -1 1 0 1
-1 -1 =5 3

. Determinare gli autovalori di A~! essendo A € End (E), supponendo noti gli autovalori

A di A e nell'ipotesi A # 0.

Sia A € End (E) con E spazio vettoriale n-dimensionale sul campo K, la cui equazione
agli autovalori é: X
Aui:)\iui, 1= 1,2,...,71,
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Per semplicita consideriamo il caso non degenere: v; = r; = 1. Si consideri il polinomio
su K:

f @)= a]] (@),

=1

Determinare: a) l'espressione analitica di f (/1), b) det f (A) in funzione degli auto-

valori di A; ¢) autovettori e autovalori di f (A)

11. Assegnato lo spazio vettoriale P, [z] i cui vettori sono i polinomi di grado < n > 1 con
coefficienti in R, consideriamo 1'operatore di derivazione:

D : P, [z] — P, [z]

d
p@%—ﬂhhﬂzaf@% Vp (z) € Py (2]
Determinare autovalori e autovettori di D.

4.6.5.1 Soluzioni

1. Il polinomio caratteristico di A

pA<)\):)\2_4)‘_17

le cui radici sono:

)\1 - 1, )\2 == 3
La molteplicita algebrica di singola radice e:
vV = 17 Vo = 1
In forza del teorema 126 la molteplicita geometrica di singolo autovalore é:

rp=1,i=1,2=g¢

per cui:

in =2 =dim C,
i=1

donde la diagonalizzabilita dell’operatore A. Le componenti dell’autovettore apparte-
nente a A; sono le soluzioni (x,y) dell’equazione lineare omogenea:

z+y=0,

quindi:
u; = (1, —1)
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In maniera analoga si determinano le componenti dell’autovettore appartenente all’au-
tovalore Ao, ottenendo:
U = (L 1)

Nella base {uy, us} l'operatore Ae rappresentato dalla matrice:

1 0
Adiag:<0 3)

Il polinomio caratteristico di B &:

pp(\) =X\ -5\ —14

le cui radici sono:

)\1 == —2, )\2 - 7
La molteplicita algebrica di singola radice e:

V1:1,V2:1

In forza del teorema 126 la molteplicita geometrica di singolo autovalore e:

per cui:

Zri =2 =dimC,

=1

donde la diagonalizzabilita dell’operatore B. Le componenti dell’autovettore apparte-
nente a A; sono le soluzioni (x,y) dell’equazione lineare omogenea:

ox + 4y = 0,

quindi:

u; = (4, —5)
In maniera analoga si determinano le componenti dell’autovettore appartenente all’au-
tovalore Ay, ottenendo:

Uy = (1, 1)

Nella base {uy, uy} 'operatore Be rappresentato dalla matrice:

-2 0
Bdiag:( 0 7)

Il polinomio caratteristico di C &
po (\) = A+ d?,
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le cui radici sono:
)\1 = —ia, )\2 =1a

La molteplicita algebrica di singola radice e:

V1:1,V2:1

In forza del teorema 126 la molteplicita geometrica di singolo autovalore e:

per cui:

Zri =2 =dimC,

=1

donde la diagonalizzabilita dell’operatore C. Le componenti dell’autovettore apparte-
nente a A; sono le soluzioni (x,y) dell’equazione lineare omogenea:

wr+y =0,

quindi:
u; = (1, —Z)

In maniera analoga si determinano le componenti dell’autovettore appartenente all’au-
tovalore Ay, ottenendo:
Uy = (1, Z)

Nella base {u, us} 'operatore Ce rappresentato dalla matrice:

—ia 0
Cliag = ( 0 ia )
. Il polinomio caratteristico di A
pa(A) ==X +6)\> — 111 +6

le cui radici sono:

)\1 - ].,)\2 :2,)\3 :3
La molteplicita algebrica di singola radice e:

V@':L 221,2,3

In forza del teorema 126 la molteplicita geometrica di singolo autovalore é:

=1 1=123,
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per cui:
q
E T, = 3,
i=1

donde la diagonalizzabilita dell’operatore A.

Gl autovettori sono:

w =(—1,1,0),us = (-2,1,2),u3 = (—1,1,2)

Essi compongono una base di R3, pertanto la matrice rappresentativa in tale base &:

Adiag =

O O =
O NN O
w o O

Il polinomio caratteristico di B &

pe(N) = =N +2X2 + A -2

le cui radici sono:

M=—1LA=1X =2
La molteplicita algebrica di singola radice e:
vi=1 1=1,2,3
In forza del teorema 126 la molteplicita geometrica di singolo autovalore é:
rp,=1, 1=1,2,3,

per cui:
q

Z?”i:?),

=1

donde la diagonalizzabilita dell’operatore B (prop. 127).

Gli autovettori sono:

u = (1,0,1), us = (3,2,1),u3 = (1,3,1)

Essi compongono una base di R?, pertanto la matrice rappresentativa in tale base &:

Bdiag =
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Il polinomio caratteristico di C e
po(N)=-MA=-2°A-1)

le cui radici sono:

A=2 =1
La molteplicita algebrica di singola radice e:

V1:2,U2:1

In forza del teorema 126 la molteplicita geometrica di singolo autovalore e:

7’1§2, 7”2:1

Determiniamo gli autovettori.

)\1—>U1:<2,1,0):>7’1:1
)\2—>UQZ(—1,—1,1>:>?"2:1

Dalle (4.51):

[M]=

r; = 27
i=1

donde la non diagonalizzabilita dell’operatore C.

. Il polinomio caratteristico di Ae:

la cui radice é:

M =1
La molteplicita algebrica:
vy = 3
A1 ammette un solo autovettore:
u; = (1, 1, ].)
Evidentemente:
rp =1,

per cui A non e diagonalizzabile.

Il polinomio caratteristico di B &
pe (A) = —A ()\2 — 32+ 2)
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le cui radici sono:
M=0, =1 =2

La molteplicita algebrica di singola radice e:
vi=1,1i=1,2,3

In forza del teorema 126 la molteplicita geometrica di singolo autovalore e:
r,=1, i=1,2,3,

per cui:
q
E Ty = 3,
i=1

donde la diagonalizzabilita dell’operatore B (prop. 127).

Gli autovettori sono:

u; = <_4> 150)7 Uy = <_4,O, 1) ,Us = (—2, 1,0)

Essi compongono una base di R3, pertanto la matrice rappresentativa in tale base &:

0 00

Biigg=1{ 0 1 0

0 0 2
Il polinomio caratteristico di C &

pe(A) =N (1=)\)?

le cui radici sono:

AM=0,=1
La molteplicita algebrica di singola radice e:

V1:2,I/2:1

In forza del teorema 126 la molteplicita geometrica di singolo autovalore é:

7"1§2, 7"2:1

Determiniamo gli autovettori.

)\1—>U1:(—3,1,0):>7“1:1
)\2—>UQ:(—1274,1):T2:1

Dalle (4.51):

q
E T :2,
=1

donde la non diagonalizzabilita dell’operatore C.
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4. 1l polinomio caratteristico di A &:
pa(\) =B=-AA-1)

le cui radici sono:

)\1 = ]-7 )\2 = 37
La molteplicita algebrica di singola radice e:

n=2 vy=3

In forza del teorema 126 la molteplicita geometrica di singolo autovalore é:

T1§2,’I“2:1

All’autovalore A; corrispondono gli autovettori:

ul,l = (_1707 1) ) u1,2 = (_17 170>

Cioe la molteplicita geometrica di A; € rq “ dim E (A1) =2.

All’autovalore Ay corrisponde 'autovettore:
Uy = (17 17 O)

Abbiamo:

q

dr=2+1=3

=1

donde la diagonalizzabilita dell’operatore A. La matrice rappresentativa in tale base
e:

Adiag =

o O =
o = O
w O O

Il polinomio caratteristico di B &:
pe () ==X (A* —5X+4)

le cui radici sono:

M=0 =1 =4
La molteplicita algebrica di singola radice e:

vi=1, i=1273

In forza del teorema 126 la molteplicita geometrica di singolo autovalore e:

ri=1, i=1,23,
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per cui:
q
E r, = 3,
i=1

donde la diagonalizzabilita dell’operatore B (prop. 127).

Gli autovettori sono:
u; = (_17 170) , U2 = (0707 1) , U3 = (17 17())
Essi compongono una base di R?, pertanto la matrice rappresentativa in tale base é:

0 00

Bdiag = 0
0

10
0 4
Il polinomio caratteristico di C &

pc(N) = (A —1)" (\* =5\ +6)

le cui radici sono:
M=1LX =2 A3=3

La molteplicita algebrica di singola radice é:

V1:2,V2:1,I/3:1

In forza del teorema 126 la molteplicita geometrica di singolo autovalore é:

7”1§27 7“2:]_,7”3:1

Determiniamo gli autovettori.

A — {um = (—1,0, 1,0) , U = (—1, 1,0,0)} —nr1 =2 (453)
)\2 —> Uy = (—2,4,1,2):>T2:1
)\3—>U3:(0,3,1,2):>7’3:]. (454)

Dalle (4.51):
g
i=1

donde la diagonalizzabilita dell’operatore C.

Il sistema di autovettori:
{111,1, U 2, U2, 113} )

¢ una base di R?*, e la matrice rappresentativa di C in tale base &

1000
010 0

Cliag = 0020
000 3
157
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5. Il polinomio caratteristico di A e:
pa(A)=(\— 2)3 (A+2)

Quindi gli autovalori:
)\1 == —2, )\2 =2

le cui molteplicita algebriche sono:

1/1:1,1/2:3

Le molteplicita geometriche:
T = 1, T2 S 3

Gli autovettori appartenenti all’autovalore A; hanno per componenti nella base canon-
ica, le soluzioni del sistema lineare omogeneo:

r+y+z2+t=0
r+3y—z—1t=0
r—y+3z—1t=0
r—y—2z2+3t=0,

che ammette oo! autosoluzioni. Quindi a meno di una costante moltiplicativa:

w = (-1,1,1,1)

Per 'autovalore Ay occorre risolvere il sistema omogeneo:

—r+y+z+t=0
r—y—z—1=0
r—y—z—1t=0

r—y—z—t=0,

equivalente a:
r—y—z—1t=0

Pertanto esistono oo® autosoluzioni (« + 3 + v, a, 3,7), per ogni a, 3,7 € (—o0, +00).
Quindi il piu generale autovettore di A appartenente all’autovalore Ao e:

w=(a+F+7v0a/07)
= (1,1,0,0) + 3(1,0,1,0) +~v(1,0,0,1)

Posto:
u2,1 - (]-7 17070)7 u2,2 - (1707 17())7 u2,3 - (170707 1)

risulta che i suddetti vettori compongono una base dell’autospazio E’ (As):

Allzﬂ' = )\211271‘, 1= 1, 2,3 =T9
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Pertanto all’autovalore A\, corrispondono tre autovettori lineramente indipendenti:

Aoy — {112,17 Usg 2, 112,3}

Infine

donde la diagonalizzabilita dell’operatore A. La matrice rappresentativa in tale base
e:

2.0 0 0
0 200
Adwg_oozo
0 00 2

Il polinomio caratteristico di B é:

pe(\) = =A%+ 407 — 2\ — 4,

le cui radici sono:

)\1:2,>\2:1—\/§,)\3:1+\/§
Gli autovettori sono:
u, = (—2,1,0)
o (3B 1-VE
? 1+v3 143
o (30+V3) 143
3 _1+\/§71_\/§7

Nella base {u;} la matrice rappresentativa di B &:

2 0 0
Bdiag: 0 ]-_\/g 0
0 0 1++/3

. Il polinomio caratteristico e:

pa(X) = det |A— A4
=(A-1)*(A-2)

Quindi gli autovalori:
A=1, =2

le cui molteplicita algebriche sono:

1/1:3,1/2:]_
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Le molteplicita geometriche:
(&1 S 3, To = 1

Gli autovettori appartenenti all’autovalore A; hanno per componenti nella base canon-
ica, le soluzioni del sistema lineare omogeneo:

1 -4 -1 —4 T T
2 0 5 -4 vyl |y
-1 1 -2 3 2| | 2z |’
-1 4 -1 6 t t

che ammette oco! autosoluzioni. Quindi a meno di una costante moltiplicativa:

u; = (—3,-6,4,5)

Per I'autovalore Ay troviamo:

u = (—2,-3,2,3)

Si conclude che 'operatore lineare A possiede solo due autovettori indipendenti, per-
tanto non e diagonalizzabile.

. Il polinomio caratteristico e:
pa () = det |4 — A4
=AM+ A-1)°

Quindi gli autovalori:
)\1 == —1, )\2 =1

le cui molteplicita algebriche sono:
vi=11,=3
Le molteplicita geometriche:

lel, 7’2§3

Gli autovettori appartenenti all’autovalore A; hanno per componenti nella base canon-
ica, le soluzioni del sistema lineare omogeneo:

5 6 —-10 7 x
-5 -4 9 -6 y
V4
t

-3 -2 6 -4
-3 -3 7 =5

SR SIS

che ammette oo! autosoluzioni. Quindi a meno di una costante moltiplicativa:

u; = (—3,0,1,4)
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Per I'autovalore Ay troviamo:
u, = (1,2,3,2)

Si conclude che 'operatore lineare A possiede solo due autovettori indipendenti, per-
tanto non e diagonalizzabile.

. Il polinomio caratteristico e:

pa(X) =det |A — N4
=X (N -1)

Quindi gli autovalori:
M=0, =—-1 =1

le cui molteplicita algebriche sono:

1/1:2,1/2:V3:1,

Le molteplicita geometriche:
r1§2, 7“2:7"3:1

Gli autovettori appartenenti all’autovalore A; hanno per componenti nella base canon-
ica, le soluzioni del sistema lineare omogeneo:

1 -1 -6 3 z 0
1 -2 -3 0 y | o
1 1 0 1 |17 o |
-1 -1 -5 3 t 0

che ammette oo! autosoluzioni. Quindi a meno di una costante moltiplicativa:
w = (2,1,0,1)
Per gli autovalori A\, A3 troviamo:
u, = (3,0,1,2), u3 = (3,0,1,4)

Si conclude che l'operatore lineare A possiede solo tre autovettori indipendenti, per-
tanto non e diagonalizzabile.

. Scriviamo ’equazione agli autovalori per gli operatori A, A1

Au = \u (4.55)

A'w = Nw
Dalla seconda delle (4.55):
pa1 (N)=det (A" =NI) =0
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10.

Da cio segue:

0= dot (44"~ XA) = dot (T~ X4) = ~Xdet [ 4~ (X)" ]

Supponiamo che X # 0:
Cioe:
nN-1rg7 n-1 1
det [A—()\) I] =0 < p4 [(A) } —0—=X=

Si conclude che gli autovalori di A~ sono®:

1
N =<
X\

L’operatore f (fl) si ottiene dall’espressione f (x) eseguendo la sostituzione x — A,

T; — SL’i]A., ag — aoii
( ) H ( - ) (4.56)
Dalla (4.56) passiamo alla matrice rappresentativa:
f (A> . H _xz n )

e per una nota proprieta dei determinanti:

det [f = ag' H det (A — z;1,)
Cioe: .
det [f (A)] = ai* [ [ pa (=), (4.57)
i=1

essendo pa (A) il polinomio caratteristico della matrice A: pa (A) = det (A — A1,), le
cui radici sono gli autovalori \;, donde:

a (i) = H (2 = Xy) (4.58)

Sostituendo la (4.58) nella (4.57):

det [f (A)) = ag [T (=i = A
i=1 j=1
=TT 1] (a0 (i = )],
7j=11=1
ZNell'ipotesi A\, N € K — {0}.
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donde:

Per determinare gli autovettori dell’operatore f (fl) si osservi che f (/Al) si esprime

come: .
f (fl) = Al (4.59)

i=1

con ¢; € K. Applichiamo I'operatore A ad ambo i membri della (4.59):

L’ultimo passaggio si giustifica osservando che se Au; = A\;u;, allora A™u; = A\'u;. Si

conclude che f </1> ammette gli stessi autovettori di A, con autovalori f ().

Osservazione. Si puo dimostrare che f (\;) sono gli autovalori di f (A) nel seguente

modo: si consideri la funzione:

Posto B = f (A), il polinomio caratteristico della matrice B e:
pp (1) = det (B — ply)
Scriviamo l'equazione agli autovalori per B:
Bv; = HiVi

Inoltre:

=TI ) =N = = £ (N)

i=1
11. P, [z] & uno spazio vettoriale con dim P, [x] = n + 1. La base canonica e:

{ek (x):a:k}, con k=0,1,2,....n
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Esplicitando il risultato dell’azione di D sui vettori di base si perviene alla matrice

rappresentava:
0O 1 0 O 0
0 0 2 0 0
D=| 0 0 0 3 0
0 0 0 O 0
Il polinomio caratteristico e:
-2 1 0 0 0
0O —-x 2 0 .. 0
ppAN)=[ 0 0 =X 3 .. O
0O 0 0 0 -

_ (_1)n+1 )\n—i—l

Le radici di pp (A) sono:

A1 =0, con molteplicita vy, =n+1=r  <n+1

Le componenti (ug, u1, ..., u,) del generico autovettore sono le soluzioni del sistema di
n + 1 equazioni lineari ed omogenee:

Mgy +u +04+0+...+0=0
0+0—)\U2+3U3++0:0

0+04+0+0+..—Au, =0

Per A = Ay, il sistema amette ool autosoluzioni (ug, 0,0, ..., 0), essendo uy un parametro
arbitrario. Quindi:
u, = (1,0,0,...,0)

Da cio segue che 1 = dim £’ (A1) = 1, cioe 'operatore D non ¢ diagonalizzabile.

4.7 Similitudine

4.7.1 Matrici simili

Sia A un endomorfismo diagonalizzabile di uno spazio vettoriale finito-dimensionale (dim E =
n) sul campo K. Supponiamo che in una base assegnata {e;}, A sia rappresentato dalla
matrice:

air a1 ... Qip
ag;y Qo2 ... QA2
A= " (4.60)
Qp1  An2 Apn
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Per ipotesi A diagonalizzabile, per cui se {u;} ¢ il suo sistema di autovettori e A; i relativi
autovalori®, nella base {u;} operatore ¢ rappresentato dalla matrice diagonale:

A0 0
A= | 0 0 (4.61)
0 0 . A
Proposizione 129 Le matrici (4.60)-(4.61) sono legate dalla relazione:
Agiag = RT'AR, (4.62)

essendo R la matrice del cambiamento di base {e;} — {w;} (§ 2.5).

Dimostrazione. Omessa =
*okok
Definizione 130 Le matrici A e B sono simili se esiste una matrice C' non singolare tale

che:
B=C"1AC (4.63)

Quindi nel caso di un operatore A e Agqq sono simili. Pil in generale, sia A € End (E),
rappresentato nella base {e;} dalla matrice A = (a;;). Assegnata una seconda base {e}}
dello spazio vettoriale E, abbiamo

A= A nella base {e/}
Risulta:
A=RTAR,

essendo R la matrice del cambiamento di base {e;} — {e}}.

Si noti che la relazione di similutidine e una relazione di equivalenza nell’insieme delle matrici
simili. Infatti, consideriamo il generico operatore A€ End (E), rappresentato nella base {e;}
dalla matrice A = (a;;). Tale matrice appartiene a My (n x n). Consideriamo I'insieme delle
matrici simili di ordine n:

M (n x n) € My (n xn) | YA, B € My, (n x n), A e B sono simili

Indichiamo con p la relazione di similitudine:

ApB <= A e B sono simili

Tale relazione verifica le proprieta:
1. VA € M, (n x n), ApA (proprieta riflessiva)

2. VA, B e My, (n x n), ApB = BpA (proprieta simmetrica)

3Per semplicita stiamo considerando il caso r; =v; =1,i=1,...,n.
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3. VA, B,C € M, (n x n), (ApB, BpC) = ApC' (proprieta transitiva)
Quindi p & una relazione di equivalenza in M, (n x n). Una classe di equivalenza ¢
[A] = {B € My, (n x n) | BpA}

E evidente che la classe di equivalenza [A] rappresenta lo stesso operatore appartenente a
End (E).

Proposizione 131
ApB = pa (N\) =ps (N) (4.64)

Dimostrazione. Il polinomio caratteristico di B e:
pp () =det (B — AI) =det (CT"AC — XI), (4.65)
giacche la matrice B ¢ legata alla matrice A dalla (4.63). D’altro canto:

M = MCT'C_ = Mo IC=C0"(A)C,
I IC-1=C-1I

che sostituita nella (4.65) porge:

pe (A) =det [CTTAC — C1 (X)) C]
=det [C™" (A= AI) C]
= (det C™") det (A — AT) (det C)
= det (A — /\7)
=pa(N),

cioe A e B hanno lo stesso polinomio caratteristico, da cui ’asserto. m

Osservazione 132 L’ implicazione 4.64 non e invertibile, nel senso che esistono matrici
con lo stesso polinomio caratteristico, che non sono simili. Cio si giustifica osservando che
matrici simili rappresentando il medesimo operatore devono avere gli stessi autovettori. F
quest’ultima € una condizione piu forte dell’identita dei polinomi caratteristici. Si conclude
che lidentita dei polinomi caratteristici di A e B, é condizione necessaria ma non sufficiente
affinché A e B siano simili.
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Capitolo 5

Spazio duale

5.1 Funzionali lineari

Nel capitolo 4.4 abbiamo definito 'insieme Hom (E, F') (eq. 4.13) che assume la struttura
di spazio vettoriale su K.

Siccome K e uno spazio vettoriale su stesso, possiamo considerare 1'insieme degli omomor-
fismi w: F+— K:

Hom (E,K) ={w| w ¢ un omomorfismo tra F e K}
Definizione 133 Un omomorfismo w € Hom (E, K) si dice funzionale lineare.

In altri termini, se £ e uno spazio vettoriale sul campo K, un funzionale lineare e ’appli-
cazione lineare:

w:FEFr— K
X +— k, Vx e FE

Poniamo per definizione:

w (x) = (x,w), x€F

Per determinare la matrice rappresentativa di w, scriviamo il risultato dell’applicazione di w
sui vettori di base e; (eq. 4.20):

<elaw> = a1
<62,W> = a1
<ena w) = An1

Quindi

w = ( a1 Q921 ... Qp1 )

Ridefinendo i coeflicienti:
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wi(al as ... an)

D’altro canto:
n
Vx € E, X = Zl‘iei)
i=1

donde:

(x,w) = <inei,w>

Tenendo conto della linearita di w:

n
(x,w) = le (e;,w)
i=1
n
i=1

Se rappresentiamo il vettore x attraverso il vettore colonna:

T
X2
X = ,
T
abbiamo:

X
) T
<X,w):(a1 as ... an)- 2
T

n n
= E a;x; | <= (x,w) = E ;T;
i=1 i=1
Poniamo per definizione:

E*™ Hom (B, K)

Introduciamo in E* I'operazione di somma tra funzionali lineari:
+:E*"x E*— E*
(wi,we) — (w1 +w2), Y (wi,ws) € E* x E
La (5.1) & cosi definita:
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witws: Er— K (5.2)

x € F— (X,w; + wo) def ((x,w1) + (x,w9)) € K

Introduciamo ora l'operazione di prodotto di uno scalare per un elemento di Hom (F, K):

KX E— B (5.3)
(A w) — dw, V(\w) e K x E

La (5.3) ¢ cosi definita:

w: E+— K (5.4)
X — (X, \w) A (x,w) € K

Con l'introduzione delle operazioni (5.1)-(5.3), l'insieme E* assume la struttura di spazio
vettoriale su K, giacché Hom (F, K) & un caso particolare di Hom (E, F') che per quanto
visto in § 4.4 ¢ uno spazio vettoriale. Chiamiamo E* spazio duale dello spazio vettoriale

E.

Osservazione 134 L’elemento neutro in E* ¢ il funzionale lineare:

~

0:xe E+—0€eK

Clioe:
(x,0)=0, Vx€ E

L’elemento opposto ad un elemento w € E* ¢ il funzionale lineare —w tale che:
(x,—w) = — (x,w), VXEF
ok
Lemma 135 Sia E uno spazio vettoriale su K e {e;} una sua base (i =1,2,....n =dim E).
Vby, by, by, € K, we E | (ejw)=0 (i=1,2,...n)

Dimostrazione. Esistenza di w
Preso ad arbitrio un vettore x € E, siano z; le sue componenti nella base {e;}.
Consideriamo il funzionale lineare:

w:BEB— K (5.5)
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Cioe i
<X, w) = lebz
=1

Senza perdita di generalita, assumiamo che la base {e;} sia la base canonica':

e; = (1,0,...,0)
€y = (071,,0)
e, = (0,0,...,1)

Applichiamo w ai vettori di base:
X=e€e; — (ej,w) = Z(wal = bj,
i=1
da cui lesistenza di w € E* | (e;,w) =b; per j =1,2,...,n.

Unicita di w
Neghiamo la tesi:

Jw,w’" € E* | (e;,w) = (e;,w) = b = (e;,w —w') =0
Poniamo:
~ def /
O =w-uw,
donde:
<ei,dj) =0
Quindi:

n n
Vx € E, (x,0) = inei,d) :in(ei,@:() —o=0=w=0u
i=1 i=1
|

Nota 136 Da qui in avanti utilizziamo la convenzione (di Finstein) di somma sugli indici
ripetuti due volte. Ad esempio, la sommatoria:

n
g a;b;
i=1

andrebbe scritta omettendo il stmbolo di sommatoria:
a;b;

Per una ragione che apparira chiara in sequito, uno dei due indici e scritto in alto, per cui

ogni espressione del tipo:
aib’

Zaibi

!Nel caso contrario & comunque possibile eseguire un cambiamento di base.

significa:
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Prendiamo la n-pla:

(b1, ba, ..., by) = (1,0,...,0)

Per il lemma precedente esiste ed ¢ unico il funzionale lineare §' € E* tale che:

(e;,0") =b; =6}
Si ricordi che &7 & la delta di Kronecher:
5 — 1, se i =7
¢ 0, altrimenti

Similmente possiamo costruire un funzionale 62:

(b1, b, ..., b,) = (0,1,...,0) = 316% € E* : (e;,6%) = 0}

)

Da cio segue che in corrispondenza delle n-ple:

(1,0,...,0),(0,1,...,0), ..., (0,0, ..., 1)

esiste ed ¢ unica la n-pla di funzionali lineari (61,62 ..., 60™) tali che:

i\ — 87
<ei, 6’ > = 0]
Cio premesso, dimostriamo il:

Teorema 137 Il sistema {6’} ¢ una base dello spazio duale E*.

Dimostrazione. Si tratta di dimostrare che {#7} ¢ un sistema massimo linearmente in-
dipendente. Abbiamo: A
A =0
Quindi: '
(x, \07) = 0, Yx € E
Se x ¢ un vettore di base:
0= <e2-, )\jgj> = )‘j <ei, 6”> = )\Jéz] = )\1 (56)

La (5.6) implica che il sistema {67} & linearmente indipendente. Dimostriamo che tale sistema
e di ordine massimo. A tale scopo prendiamo ad arbitrio w € E*, quindi occorre far vedere
che {w, 0} ¢ linearmente dipendente o, cid che ¢ lo stesso:

Jw; € K | w = w;f*
Osserviamo che: '
(ej,w) = (e, w;0) = w; (e;,07) = w;6] = w; (5.7)
Quindi
weEE = w, e K|w= wiei) — ({w, Hi} ¢ linearmente dipendente)
= ({02} ¢ un sistema di ordine massimo)
— ({01} ¢ una base di E*)
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|
Il teorema appena dimostrato garantisce l'esistenza di una base {67} dello spazio duale E*,

denominata base duale associata alla base {e;} di E. Le grandezze w; sono le componenti
di w € E* nella base {67},
Dal teorema appena dimostrato si deduce che dim £* = dim F.

5.2 Cambiamento di base nello spazio duale.

Riprendiamo le equazioni relative al cambiamento di base {e;} — {e}} (§ 2.5):

e; = Zaikek (5.8)
pst

n

!

e = g Bik€s
=1

che individuano la matrice R = (o) e la sua inversa R™! = (8;). Se x ¢ un arbitrario
vettore di E:

n
X = sz-ei nella base {e;}
i=1
n
X = Zx;e; nella base {e}}
i=1
Le componenti x; si trasformano secondo la legge:

7j=1

Utilizzando la convenzione di Einstein possiamo ridefinire gli indici degli elementi di matrice
che compaiono nelle equazioni appena scritte:

e, = ale (5.10)
€, = ﬁfe;w

Con tale notazione, la (5.9) si riscrive:
o = B (5.11)

La (5.11) esprime la legge di trasformazione dei cosiddetti vettori controvarianti che per
definizione hanno le componenti con gli indici scritti in alto. Inoltre la legge di trasformazione
¢ individuata dalla trasposta dell’inversa della matrice R. Infattila (5.11) in forma matriciale
e:
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1 M2 n Z
Iz :ﬁ;xj — ? _ ios . B @’ :
)\ s ) e
equivalente a:
x/l xl
2 _ (RA)T 72
i o

Al cambiamento di base {e;} — {e.} nello spazio vettoriale E, corrisponde nello spazio duale
E* il cambiamento di base {67} — {67}. Si ricordi che:

(e;,07) =4

(e1,07) = 5]

Determiniamo le equazioni di trasformazione che connettono le basi {67}, {#7}. A tale scopo
esprimiamo A" come combinazione lineare delle 6"

07 =0 (5.12)
Per la (5.7):

’Y,J = <eiaelj> )
donde:

07 = (e;,07) ¢’
Per la seconda delle (5.10):

07 = (Bre,,07) 0" = B (e}, 07) 0" = pio0" = Bl6'

)

In maniera simile si ottengono le ¢/ = f7 (9"). Quindi:

07 = 30" (5.13)

0 = alf"

Determiniamo la legge di trasformazione delle forme lineari in corrispondenza di un cambi-

amento di base {6'} — {6’"}. Abbiamo:

w = w;#" nella base {6”}
w = wj0" nella base {0"}
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Evidentemente:

i Il ik
wit' = w0" = w; 5.0

Scrivendo 6% come 6" = 66! e sostituendo nell’equazione precedente:

w08}, — wiBLO" = 0 <= (w6}, — wiB;) 0" =0

Il sistema di vettori {6} ¢ linearmente indipendente, per cui:

(wp —wiB) 0" =0 = w, —wjB, =0, perk=1,2,...,n

Cioe:

wi = B! (5.14)

Allo stesso modo si giunge a:

Wy, = akw; (5.15)
Le (5.14) o cio che ¢ lo stesso le (5.14) compongono le equazioni di trasformazione che

connetteno le due basi {0°}, {6} dello spazio duale E*.
Per chiarezza riscriviamo tutte le equazioni ottenute:

_ nk o i iph
e; = fBe,, 0 =a;0

Per quanto riguarda i vettori dello spazio E e del suo spazio duale E*:

i oaig _ ko

" = B, wp = fiwy (5.17)
i i) 'k

Si noti che le equazioni relative al cambiamento di base {e;} — {e}} esibiscono una forma

per cosi dire, speculare rispetto alle equazioni che connettono le basi {6}, {6”}. Piu pre-

cisamente, i vettori di £* hanno componenti scritte in basso, e cio si esprime dicendo che

sono vettori covarianti.

Esempio 1

Assumiamo E = R2, per cui £* = R?**. Consideriamo il funzionale lineare:

(x,w) = Te! + 42%, Vx = (ml,xQ) e R?

Per esplicitare la matrice rappresentativa di w nella base canonica {e; = (1,0), e; = (0,1)}
di R?, determiniamo il risultato dell’applicazione di w sui vettori di base:

(e1,w) =7
(e2,w> = 47
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donde:
w=(74)
Cio significa:
1
(x,wy = (7 4)(i2>:(7x1+4x2) (5.18)

La base duale ¢ {67} tale che:

(e:,07) = o
Quindi:

<el, 91> =1

<82, 91> = 0,
cioe:

'=(10)

Da cio segue:

= (1 0) (%) =(a)
(x,0) = o'

Procedendo in maniera analoga per 6%

>=(0 1)
)= (0 1) (%)= ()
<x,92>:az2

La (5.18) puo essere scritta come:

(x,w) = T(x,0") +4(x,6%)

L’espansione di w nei vettori della base duale e:

w = wf = w10 + w62,

essendo w; le componenti di w nella base duale. Evidentemente:

w1:7, (.U2:4

Ora eseguiamo in F il cambiamento di base:
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essendo:

e; = (2,3
e, = (1,2
Deve essere:
e, = aley, (5.19)

Quindi la matrice che connette le due basi:

r=h=(73)

La relazione inversa della (5.19) e:

€; :@ke%

=)= (%))

Una volta determinate le matrici che connettono le due basi, possiamo scrivere la legge di
trasformazione dei vettori controvarianti quando si passa da una base all’altra. Precisamente:

Come ¢ noto:

x/i — 6}1‘%]67

che in forma matriciale si scrive:

Quindi:

R (5.20)

2% = =32t + 222

Passiamo ora alla base duale e alla legge di trasformazione dei vettori covarianti quando si
passa da una base duale all’altra. I vettori della base duale si trasformano secondo la legge:

07 = Blo’
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Qui non occorre esplicitare, poiché ¢ la legge di trasformazione dei vettori controvarianti
fissata dalla (5.20), quindi

0 = 20" —6?
9% = —30" + 26°
Nella base duale {07}:

w=wo" (5.21)

I vettori covarianti seguono la legge di trasformazione:

W = atwy, <= Wi\ _ o o w1
i Tk Wy )\ ad ad Wo
(23 7T\ [ 26
1 2 4 ) 15 )’
Quindi:
wy =15

(x,w) = 262" + 152", V¥x = 2"€]

Osservazione 138 Non c’era bisogno di esplicitare la (5.21) poiché tale legge é quella
secondo cui si trasformano i vettori di base: €, = arey, per cui:
Wi = 2w + 3wy
wy = w1y + 2wy
Esempio 2
Supponendo di passare in R? dalla base canonica {e;} alla base {e.}:

e} = (1,-1,0)
e, = (2,-3,0)
e;=(-3,1,-1),

determinare la legge di trasformazione della corrispondente base duale.
Scriviamo le matrici che connettono le due basi:

1 -1 0
R=(af)=| 2 -3 0
-3 1 -1

3 -1 0

R'=pB)=| 2 -1 0
-7 2 -1
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Quindi la legge di trasformazione dei vettori controvarianti e:

x' 3 -1 0 !
=0t = 2 | = 2 -1 0 -
x’3 -7 2 -1 3
3xt 4 222 — 723
= —z! + 2% 4+ 223
—3

Cioe:

ot =32 4 227 — 72?
% = —x' 4+ 2* +22°
B 3

Nel caso particolare dei vettori che compongono la base duale:

o'l = 30 + 202 — 703
0% = —0' + 6% + 26°
‘913 — ‘93

Esempio 3
Sia @, [z] 'insieme dei polinomi omogenei di grado < n e a coefficienti reali.

m
Pm (2) € Qn [2] = pm (x) = Zakxk, conap € R,m<n
k=1

E facile convincersi che @, [z] ¢ uno spazio vettoriale su R con dim @, [x] = n. Una base ¢:

{ex (2)}, con e (x) = 2% (k=1,2,...,n)

Lo spazio duale & QF [x] = Hom (Q, [z] ,R). Consideriamo i funzionali lineari:

0" : Q,[r] — R
1 (d"p,

P () — — <—) , h=1,2.n
Y\ dzh ) _,

Dimostriamo che {Qh} ¢ una base duale. A tale scopo, esplicitiamo la derivata di ordine h

di p, (z) = > _, axx®. Abbiamo
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dr
k=1
Ppn _
e Zk‘ (k — 1) apa®2
k=2
Epn _
5= > k(k—1) (k- 2) apa*?
k=3
@ = n'a
dz™ o
Cioe:
d"p - k—h
—5 = k(k—1)(k-2) k—(n—1)] apx
k=h
= hlay, + Z k(k—1)(k—2) [k —(n —1)] agz™™
k=h+1
Quindi:

dh
(d_:;:) = hlay, = <pn (x) ,0h> = ay
=0

Determiniamo il risultato dell’applicazione di 8" sui vettori di base:

1 (dhe
B k
(ex (2),0") = (W)o

Osserviamo che:

dhek

T =0, seh>k

%—k(k—l)(k:—Q) [k — (h— 1)) %", se h <k
dxh - e 3

dhek

W:h" Seh:k,

donde:

dhek
—_— = hloh
( dl‘h )x—O g

<ek (x) ,9h> = 0p,

Sostituendo nella (5.23):

da cui 'asserto.
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Capitolo 6

Spazi vettoriali euclidei

6.1 Introduzione

Gli spazi vettoriali euclidei nascono dall’esigenza di introdurre in uno spazio vettoriale nozioni
primitive del tipo distanza tra punti, angolo tra direzioni.

6.2 Prodotto scalare

Assegnato un qualunque spazio vettoriale £ sul campo reale R, si definisce prodotto scalare
I’applicazione lineare:

- Ex E+— R
(u,v)—u-v  VY(u,v)e ExE
che verifica le proprieta seguenti:

1. Commutativita:
u-v=v-u, vVu,veFEr

2. Associativita rispetto alla moltiplicazione di uno scalare per un vettore:

Au-v=u-Av=>A(u-v), VAeR, VuveF

3. Proprieta distributiva rispetto alla somma tra vettori:

u-(v+w)=u-v+u-w, Vu,v,weF

4. YueFE, u-v=0=v=0.

In R™ il prodotto scalare & cosi definito:
X-y= Zxkyk, (6.1)
k=1
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essendo x = (x1, Ta, ..., T,) € R", y = (y1, 92, ..., yn) € R™.
Si consideri lo spazio vettoriale C' (a,b) (§ 2), i cui elementi sono le funzioni reali e continue
in [a, b]. 1l prodotto scalare tra i “vettori” di C (a,b) ¢ definito da:

b

(f.9) = / f(2) g (2) de (6.2)

a

Infatti:
1.
b b

<g,f>=/g<x>f<x>dx=/f<x>g<x>dx=(f,g>

2. , ,

<<Af>,g>:/Af<x>g<x>dx=A/f<x>g<m>das=A<f,g>
3.
(g m)= [F@)lg@ +h@lde= @@+ [g()h)do

=(f.9)+(f.h)

4.

VieCl(a,b),(f,9) =0=g(z)=0

Esempi numerici
Consideriamo lo spazio vettoriale C' (0, 7).

f(x)=a; g(z) =sinz
Il prodotto scalare e:

™

(f,9) = /xsinxdaz

0
Integriamo per parti:

(f,g9) = /xsina:da: = /xd(—cosx) = —xcosx|,_g + /cosa:da: =
0 0 0
Kk
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Figura 6.1: Grafico di (f,g) (b).

Consideriamo lo spazio vettoriale C' (0, b) essendo b numero reale positivo preso ad arbitrio.
Siano:

f(x)=xe™™; g(xr) =sinz (6.3)

Il prodotto scalare e una funzione di b:

b
(f,9) (b) = [ ze "sinxdx
/

1
=3 [1—e"((1+b)cosb+bsinb)]
Il prodotto scalare di f e g date dalla (6.3) ha 'andamento riportato in figura 6.1.

Osservazione 139 In R" il prodotto scalare tra due vettori é dato dalla somma dei prodotts
delle componenti omonime dei vettori medesimi [eq. (6.1)]. In C(a,b) il prodotto scalare
tra i “vettori” f,g € C'(a,b) é dato dalla (6.2), che é la generalizzazione al continuo della
(6.1). Infatti si passa dalla (6.1) alla (6.2) attraverso la sostituzione Y, — [. Quindi gli

elementi di C (a,b) sono vettori con un numero infinito non numerabile di componenti (in
quanto funzioni della variabile continua x).

6.3 Tensore metrico

Sia F uno spazio euclideo. Presi ad arbitrio u,v € E, consideriamone le componenti nella
base {e;}:

u=u'e;, v=v'e, (i=12,...,n=dimFE)

Per la proprieta associativa rispetto alla moltiplicazione di uno scalare per un vettore:
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u-v= (uiei) . (vkek) = uvbe; - e (6.4)
Poniamo:

de
Gik = €; - € (6.5)

gir € un “oggetto” a 2n componenti, denominato tensore metrico. La ragione di tale
definizione apparira chiara in un prossimo capitolo. Il numero delle componenti distinte ¢
n(n+1) /2 in forza della simmetria di g;; rispetto alla permutazione degli indici:

Jki = €k - €; = €; - €L = Jik
commutativita del p.s.

I1 prodotto scalare (6.4) si scrive:

u-v = gpuo (6.6)

Per la proprieta 4 del prodotto scalare:

VueFE, u-v=0=v=0

In termini del tensore metrico:

YueE, gpuv* =0=1"=0
Cioe:
(gu® =0, i=12..,n)=0"=0, k=1,2,..,n (6.7)
La (6.7) ¢ il sistema omogeneo:
G110t + grav® + 4 g™ =0 (6.8)

gVt + goov? + o+ o =0

Gn10" + G + oo+ Gt =0
La nostra richiesta si traduce nell’esistenza della sola soluzione banale (o impropria):

(v, 0% . 0") = (0,0, ...,0)

Come ¢ noto, condizione necessaria e sufficiente affinche il sistema (6.8) ammetta la sola
soluzione impropria ¢ che sia diverso da zero il determinante della matrice dei coefficienti:

g1 g12 - Gin
gn1 Gn2 - Gnn

Poniamo per definizione:
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g1 g12 -~ Gin

gdéf 921 G22 -+ Gon = det (gix)

gn1 Gn2 -+ YGnn

Quindi la (6.9) si riscrive:

g#0 (6.10)

Kok

L’introduzione del prodotto scalare in uno spazio vettoriale E ci consente di introdurre le
nozioni di ortogonalita, unitarieta e norma di un vettore.

Definizione 140 Due vettori u,v si dicono ortogonali se u-v = 0.

Osservazione 141 Il vettore nullo ¢ ortogonale ad ogni vettore di E. Infatti, Vv € E,v-0 =
0

Definizione 142 Dicesi quadrato del vettore v, la grandezza:
Vv = gpvo” (6.11)

Si noti che la (6.11) & una forma quadratica nelle v’ i cui coefficienti sono le componenti del
tensore metrico g;.

Definizione 143 Un vettore u dicesi vettore unitario o versore seu-u = 1.

6.4 Spazi vettoriali propriamente euclidei e pseudoeu-
clidei

Sia £ uno spazio vettoriale sul campo R.

Definizione 144 Lo spazio vettoriale E ¢ propriamente euclideo (o euclideo) se per

ogni v € E la forma quadratica ggv'v® ¢ definita positiva qualunque sia la base {e;}. Nel

caso contrario, lo spazio vettoriale E dicesi pseudoeuclideo.

La suddetta definizione puo essere formulata in termini di prodotto scalare tra i vettori di
E. Precisamente, abbiamo visto in 6.2 che una delle proprieta del prodotto scalare e:

Vvue F,u-v=0=—v=0

In uno spazio vettoriale propriamente euclideo tale proprieta si specializza nella seguente:

>0, sev#0

VVGE’V'V_{ =0, sev=0
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6.5 Norma di un vettore

Sia E uno spazio vettoriale propriamente euclideo. Dicesi norma del vettore v € F il
numero reale non negativo:

def
IVII= Vv
Qui la radice e presa con il segno positivo, quindi ||v|| € [0, +00), poiché v - v € [0, +00).
Sussiste la seguente

Proposizione (disuguaglianza di Schwarz) 145
VoweE, |v-w|<|v]-|lw]

Dimostrazione. Omessa. ®
La definizione di norma si estende al caso di uno spazio pseudoeuclideo. Qui & possibile
imbatteri in vettori tali che:

u-u<o
In tal caso si assume:
lu| =v-u-u
Quindi, in generale:
def
lu|| = /]u-ul

6.6 Spazi metrici

Uno spazio metrico ¢ un qualunque insieme non vuoto S tale che esiste una funzione reale
d (a,b) definita in S x S che verifica le seguenti proprieta:

1. d(a,b) € non negativa:
d(a,b): S xS+ 10,+00)

Inoltre d (a,b) = 0 se e solo se a = b.

2. d(a,b) & simmetrica rispetto alla permutazione delle variabili indipendenti:

d(a,b) =d(b,a), Va,be S

3. d(a,b) verifica la disuguaglianza triangolare:

d(a,c) <d(a,b)+d(b,c), Va,b,ceS

Chiamiamo d (a,b) distanza tra gli elementi di S.
Consideriamo il caso speciale S = E spazio propriamente euclideo. Una possibile definizione
di distanza e:

d(x,y) =[x —yl| (6.12)

E facile rendersi conto che la (6.12) verifica gli assiomi precedenti.
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6.7 Base ortonormale

Definizione 146 Un sistema ¥ = {w;} con i = 1,2,...,r < n = dim E, dicesi ortonor-
male se:

Wi W; = 5ij7 (613)

cioe se i suoi vettori sono versori e sono mutuamente ortogonali.

L’ortonormalita di un sistema di vettori implica 'indipendenza lineare dello stesso. Invero,
sussiste la seguente:

Proposizione 147
(3 = {w1, W, ..., Ww,.} & ortonormale) = (X ¢ linearmente indipendente)
Dimostrazione. Studiamo le soluzioni rispetto a A\' dell’equazione:
Nw; =0 (6.14)

A tale scopo moltiplichiamo scalarmente per wy (k = 1,2,...,n) primo e secondo membro
della (6.14):

ANw, w,=0-wr=0
Tenendo conto della (6.13):
N =0=N=0, perk=1,2,....r
da cui segue che ¥ e linearmente indipendente. m

Definizione 148 Per r = n si ha che X € un sistema massimo linearmente indipendente,
cioé una base. St conclude che ogni sistema ortonormale di ordine r = n é una base di F,
denominata base ortonormale

Kokok

L’algoritmo che implementa l'ortonormalizzazione di una base generica {e;} ¢ noto come
procedimento di ortonormalizzazione di Gram-Schmidt:

N ~ a;
{ Z}'—>{ l}| ( ||az||7
essendo:

a; — € (615)

(SHIE: B
g = €9 — ap

a] - ap

€3 - A €3 - a
az — €3 — — ap

A * A9 a] - a1

e, a, 1 €, 1

a, = €, — ap_1 — - a

Ap—1 n—1 a -
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Esempio 149 Assegnati i vettori di R3:
€1 = (17171); € = (17_271); €3 = (1a273)a

provare che {e;} ¢ una base di R3, determinando poi la base ortonormale {€,} attraverso il
procedimento di Gram-Schimadt

Soluzione 150 Studiamo ’equazione vettoriale:
Aer + doey + Azes =0,
equivalente al sistema lineare omogeneo:

Alt+ A2+ A3 =0
)\1—2/\2+2)\3:O
AL+ A2 +3A3 =0,

che ammette 'unica soluzione (A1, A2, A3) = (0,0,0), donde {e;} é manifestamente una base
di R3. Per ortonormalizzare {e;}, applichiamo le (6.15) che in questo caso si scrivono:

a; — €
aj - €9
Az = €3 — ay
aj - aj
. A - €3 aj - €3
az — e3 — Ay — aj
ag - A a] - aj

da cui:
a=(1,1,1),a,=(1,-2,1), a3 = (—1,0,1)

La norma di singolo vettore:
laul[ = V3, [lasf| = V6, |las|| = V2,

quindi:

Sia {e;} una base ortonormale di uno spazio propriamente euclideo E (n-dimensionale).
Preso ad arbitrio x € £

X=) we (6.16)
=1
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moltiplichiamo scalarmente per e (k= 1,2,...,n) primo e secondo membro della (6.16):

n
X-ep= E 20k,
i=1
da cui:

Tpy=xX-€, perk=12 ..n (6.17)
La (6.17) esprime le componenti del vettore x nella base {e;}. Quindi le componenti di x
nella base ortonormale {e;} sono:
T =X-€;

Spesso le z; si indicano con ¢; noti come coefficienti di Fourier del vettore x rispetto alla
base ortonormale {e;}:

X = Zciei (6.18)
i=1

6.8 Segnatura della metrica

Sia E, uno spazio euclideo (propriamente o pseudoeuclideo). In una base assegnata {e;} il
tensore metrico e:

g1 G912 .- Gin
(gu) = | T (619
gn1 Gn2 -+ Gnn
| facile convincersi che
e {l,2,...n} | gs <0) = E, ¢ pseudoeuclideo

giacche e; - e; < 0.
Nel caso speciale in cui {e;} ¢ ortonormale, la (6.19) & la matrice diagonale:

g1 0 ... 0
0 .. 0

)= (6.20)
0 0 ... Gun

Definizione 151 Si chiama segnatura della metrica g;; la successione dei segni algebrici
degli elementi diagonali della (6.20). Ad esempio, se Vi € {1,2,....,n}, gi; > 0, si scrive
(++..4)

Proposizione 152 In una qualungue base ortonormale la segnatura di uno spazio vettoriale
euclideo & (++ ...4).
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Consideriamo il seguente esempio numerico. Nella base {e;} di Ey:

(Qik): ( 1 _11 >

. RS 2 . . N .
Notiamo che g2 = €y - € = —1, cioe ||es]|” = —1, per cui lo spazio & pseudoeuclideo.
Applichiamo il procedimento di ortonormalizzazione:

a; =€
€s - €1
Ay = €9 — e =ey+e
€€
Quindi:
o = S e
1 =
lea]
o = 2
Y
Ora:

llas||* = (e2 + 1) - (€2 + €1)
:eg-e2+2el ey +e;-e

In tal caso assumiamo:

/
e, =¢e; te

w=(y %)

6.9 Polinomi ortonormali

Nella base o.n. {e}} la metrica e:

e la segnatura e (+—).

Definizione 153 Dicesi polinomio trigonometrico di ordine n, la funzione reale di
variabile reale:

T (z) = % + Z [a cos (kx) + by sin (kz)], a, b € R
k=1
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Indichiamo con T, (—m, 7) I'insieme dei polinomi trigonometrici di ordine n, per x € [—m, 7).
Tale insieme assume la struttura di spazio vettoriale reale, e la (2n + 1)-pla di scalari
(ag, @, ..., an, by, ...,b,) sono le componenti del “vettore” 7, (x) nella base:

1 . . :
{5, cos x, sin x, cos 2z, sin 2z, ..., cos (nx) , sin (nx)} (6.21)

Poniamo:

(6.22)

Da cio segue che dim 7T}, (—, m) = 2n + 1. Definiamo il prodotto scalare:

(Tny 7)) = ]Tn (z) 7, (z) d,

in forza del quale lo spazio vettoriale T,, (—m, 7) risulta essere euclideo.
Inoltre la base (6.21) ¢ ortogonale in forza delle seguenti identita:

/sin(kx) = /cos (kz) =0, Vk € N

/sin (kx)cos (K'z) =0, Vk, k' € N
Cioe:

/ek () ew (x)dx =0, se k #Kk

—T

Tale base non e pero ortonormale, in quanto i suoi vettori non sono unitari:

™ 1 T
leo@IF = [er@enyde = [ar=7,
/C082 (kx) = /sin2 (kz) =
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Un vettore v non unitario e legato al suo versore da:

A"
V= —— 6.23
o= (6.23)

La (6.23) ci consente di passare dal vettore v al corrispondente vettore normalizzato ¥

Quindi:
. e(r) 1
“ @)= e @l = Var
R 1
—. k>0

ér (r) = 7

Da cui otteniamo la base ortonormale dello spazio T}, (—m, 7).

1

1 1 1
CcOS T, —= sin , — cos 2,
{ V2r \/_ va VT v

Kkk

1 1
sin 2z, . > m cos (nz) , N sin (nx)} (6.24)

La nozione di polinomi ortonormali si generalizza nel modo seguente. Consideriamo lo spazio

vettoriale C' (a,b) munito di prodotto scalare:

b

(ﬁ@z/ﬂ@ﬂ@wufﬂec@w

Sia:
Y= {QI (LU) y 42 (CC) y ooy Qr (I)}
un sistema di polinomi ortonormali:
(gis q5) = i

Cioe:
b

[awt@)a; @) do =3

a

Sia V' = L[X], per cui preso un qualunque vettore p (z) € V, si ha:

= Zaka ()

Ci proponiamo di determinare la r-pla (ay,as, ..., a,) tale che p (z) sia la migliore approssi-
mazione di una funzione f € C'(a,b). A tale scopo, minimizziamo la norma del vettore

f—p
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def
F(ab&%“'aar) = Hf_pH2

= (f— > ag, f - Z%/%/)
k=1 k=1
= AP = Jaw (s ) =Y aw (i, )+ D> anaw
k=1 k=1 k=1k'=1

= IAIF =2) ar (g )+ ai
k=1 k=1

Ma (f, qr) sono i coefficienti di Fourier ¢, relativamente al sistema ortonormale {gy }:

F(ar,az,.yar) = [|fI” =23 apex + >
k=1 k=1

— ||f||2+z (ai — 2apci + C; —ci)
k=1

r

= AP+ (=)’ =)
k=1

k=1

Abbiamo:

OF :

8_ =2 (ak - Ck) (625)

Ak k=1

Risulta:

or

— =0<=a; = ¢

aak

Dallo studio del segno della (6.25) si deduce che la r-pla (cy, ¢, ...,¢,) ¢ punto di minimo
relativo per la funzione F'(aq,as, ..., a,), donde:

min F (a1, as, ..., a,) = F (¢1, ¢, ..., ¢)

Quindi la migliore approssimazione della funzione f € C' (a,b) ¢:

p(x) = Z gy (%)

ckz/bf(flf)qk () da
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Ad esempio consideriamo f € (0,):
f(x) =z +sinx
Consideriamo il sistema ortonormale:

5= {0 0) = S 0) = = cos, zsinar

I coefficienti di Fourier sono:

ﬂ\

/ +sina)de _ A+
i SID.CE

2\/27r
0

= [ (o sina) cos e = -
cg = — | (x+sinz)cosxdr = ———
R~ VT
0
1 3
c3 = —/(x+sinx)sinxdx: ﬁ,
NZ3 2
0
quindi:
() 4472 2 +3 .
x) = — —cosT + —sinzx
p 4 T 2

6.10 Spazi euclidei isomorfi

Siano E ed E’ due spazi vettoriali euclidei.

Definizione 154 E., E’ sono isomorfi se esiste un’applicazione lineare biiettiva:
¢:FE+—— F

tale che

Va,ve E, u-v=¢(u)- ¢(v)
Teorema 155 Gli spazi euclidei isodimensionali sono isomorfi.

Dimostrazione. Sia E,, uno spazio euclideo n-dimensionale, ed {e;} una sua base ortonor-
male. Consideriamo lo spazio euclideo R™:

Vx,y € R, x-y=a'y' + 2%y* + ... + 2"y"
Definiamo 'applicazione:

¢: E,— R"

u=u'e — (ul,uz, ,u")
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Dimostriamo la linearita di ¢:

Yu,ve E,, Y\ ucR, 2™ Au+ pv

¢(z) = (21,22,...,,2”)
2= '+
6(2) = A (W, ) + (01,02, "),

donde ¢ € Hom (E,,R"). Inoltre:

ImE, =R" (suriettivita)
u#£v— (ul,u2, ,u") #+ (Ul, v?, ...,v”) (iniettivita)

Cioe ¢ e biiettiva.
Studiamo il comportamento del prodotto scalare sotto ’azione di ¢.

u-v=— gikuzvk
= §utv”
=utot + P + L umon
=9¢(u)o(v),
da cui 'isomorfismo tra E, e R". m
* Kk

Sia F, uno spazio vettoriale euclideo n-dimensionale. 1l prodotto scalare e:

V-w = gikvzwk
Assegnato il vettore u € E,,, consideriamo il funzionale lineare €2, tale che:

Vx € B, (x,y) =x-1u (6.26)

Esempio 156 E, = R% Nella base canonica {e; = (1,0),ey = (0,1)} il tensore metrico é:

1 0
gik:(o 1):5z’k;

k

donde: '
u-v = §puot = ulot + u?o?
Ora assegnamo u = (1,2). Possiamo definire il funzionale lineare Q0 € R** tale che:
Vx = (xl) cR? (x,Q,) =2 + 227

cloe:
(x,Qy) =x-1u
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Viceversa:

weEb =duek,|VxeE, (x,w)=x-u (6.27)

Sia {#'} la base duale associata alla base ortonormale {e;} di E,. Quindi:

— .07
w = w;t

Preso un qualunque x € E,,:

x = 2'e;
Quindi:
(x,w) = <x ei,wj93> = 2'w, <ei,(9]> = 7'w;0; = T'w;
La nostra richiesta e:
T'w; = gipr'u” = (wl-—giku ):U =0
Cioe:

giru" = w;, (6.28)

che ¢ il sistema di Cramer:

gnul + 912U2 + ...+ glnun = W
gntu' + gogt® + ...+ gonu” = wy
g1t + Gnati? + .. 4 Gantt" = wy,
giacche ¢ det (gi) # 0 e (w1, wa, ..., wy) # (0,0, ...,0) = 3! (u',u? ..., u"). Si conclude che:

weE = dluek, |VxeckE, (Xx,w)=x-u

Possiamo definire I'applicazione:
. *
L:FE,— E,
ur— w
E immediato verificare che L e un isomorfismo tra lo spazio euclideo F,, e il suo duale E.

Esempio 157 Consideriamo uno spazio euclideo 2-dimensionale Fy. Assumiamo come base
il sistema di vettori:

{e1 =(1,0),e0 =(—1,2)} (6.29)
Quindi il tensore metrico é:
(gu) = 1 -1
glk‘ - _1 5 I
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per cut il prodotto scalare é:
v-w =g, v'w =vlw! - (U1w2 + UQIUI) + 5vw?
Consideriamo il funzionale lineare:
w€ B} |Vx € By, (x,w) = 32" + 2%,
cioé nella base duale alla base (6.29) ¢é
w1 =3, w =1
La (6.28) si scrive:

ul —u? =3
—u' +5u* =1,

che ammette l'unica soluzione (u',u?) = (4,1). Quindi u = (4,1). Una verifica diretta
porge:

x-u:4x1—(x1+4x2)+5x2
= 3z' + 22

= (x,w)

6.11 Complemento ortogonale di un sottospazio vetto-
riale e proiettori ortogonali

Sia W un sottospazio vettoriale dello spazio euclideo F,,.

Definizione 158 I/ supplementare ortogonale o complemento ortogonale di W é:
Wt={veE,|v-w=0,VweW}

In altre parole, W= ¢ linsieme dei vettori ortogonali ad ogni vettore di W.

Proposizione 159 W= ¢ un sottospazio di E,.

Dimostrazione. Innanzitutto osserviamo che W+ C E,,. Inoltre:

wvelWr—= (ywweW,u-w=v-w=0)
— (u+v) - w=u-w+v-w=0= (u+v)c W
ucWt A eR= (vweW, (M) -w=A(u-w)=0)= (\u) ¢ W+
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Esempio 160 Sia Fy = R%. Consideriamo il sottospazio:
W ={a(2,3) | a € R}
1l supplementare ortogonale di W e:
Wt ={v=(')€eE,|a(2v"+30*) =0, Va € R}
Choe: .
20" + 30 = 0 <= (v',0%) = % (3,-2)

Quindi:
W+ =1{b(3,-2) | bcR}

Teorema 161 Assegnato lo spazio euclideo E,, per ogni sottospazio vettoriale W, esiste ed
¢ unico il supplementare ortogonale W:=.

Dimostrazione. Sia ¥, = {ej,...,e.} una base ortonormale di W,. Preso ad arbitrio un
sistema linearmente indipendente ¥, . = {&,11,...,&,}, risulta che 3, = ¥, U X, . & una
base di F,. Applichiamo il procedimento di Gram-Schmidt:

Yo — zAjn =2, U in—ra
GS

essendo X, = {€,41, ..., €, } un sistema ortonormale. Evidentemente:

W, =L[%,],

Wt =1 [zn,}

T

. RN . . /
Per dimostrare 'unicita, supponiamo che esiste un Wt = L[A,,_,], essendo:

Anfr = {fr+1a ) fn}

~

Esprimiamo i vettori di A,,_, attraverso le loro componenti nella base ortonormale 3,.
Iniziamo con il vettore f,.,1:

fr+1:CJJheh—|—[)kek7 k:r+1,...,n; th,...,T (630)

Risulta:
f o eW —=f_.,-¢,=0 (6.31)

Moltiplicando scalarmente primo e secondo membro della (6.30) per e, con h = 1,2, ..., 7:

Osz+1-e1:a1

O:fr+1~e2:a2
Ozfr+1'er,«:ar
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Quindi:
£ = bhe; (6.32)

Il procedimento puo essere ripetuto per i rimanenti vettori f, o, ..., f;:

k
f0=c"ey

k
fr+3 =d ey

Da cio segue che il sottospazio generato dai vettori {e,,1,...,e,} coincide con il sottospazio
generato da {f.,q,...,f,}, cioe
Uyl
W =W;

|
Teorema 162 Sia W, un sottospazio vettoriale di uno spazio euclideo F, . Risulta:
E, =W, & W
Dimostrazione. Con le notazioni del teorema precedente, una base ortonormale di F,, e:

Y, =%, U,

Quindi:
Vv e E, v=uve,+v%, h=1,..,r k=r+1,..,n
Evidentemente:
(Uheh) ew,, (vkek) S er
Cioe:
E, =W, + W (6.33)
Inoltre:
YweW,NnWH w-w=0=w=0= W,NnW:" = {0} (6.34)
Dalle (6.33)-(6.34):
E, =W, Wk

[ ]
Per il teorema appena dimostrato segue che ogni vettore x € F,, si esprime in uno e in un
solo modo come somma di un vettore di W, e di un vettore di W:

X B, = 3x, €W, I, e W' |x=x,+x,

Da cio segue che possiamo definire un operatore lineare:

~

P, : E,— E, (6.35)

X — Xy Vx € K

Chiamiamo (6.35) operatore di proiezione ortogonale su W. Risulta:
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11 kernel:

ker P, = {xEEn | wa:O}

Dobbiamo risolvere 1’equazione operatoriale:

wa =0
Evidentemente:
x=x, € W,
donde:

ker P, = Wit
Esempio 163 Sia E5 = R3. Consideriamo il sottospazio:
Wi = {(07072) | z € R}

Assumendo un sistema di assi coordinati Oxyz, W si identifica con l’asse z. Il complemento
ortogonale ¢ il piano xy:

Wit = {(z,y,0) | #,y € R}

La proiezione ortogonale sull’asse z é:
Pw ‘R3— R?
(x,y,2) — (0,0, 2)
6.12 Componenti covarianti e controvarianti

Nella sezione 5 abbiamo introdotto la nozione di componenti covarianti e componenti con-
trovarianti. Tale nozione si estende al caso degli spazi euclidei.

Senza perdita di generalita consideriamo uno spazio euclideo 2-dimensionale E,. Sia {e;}
una base di vettori unitari:

lev]] = llesf| =1

Preso ad arbitrio u € E,, abbiamo:

u=u'e; (6.36)

Le componenti u’ di u nella base {e;} si chiamano componenti controvarianti di u.
Ora, poniamo per definizione:

Uy =Uu-€e1, Ug = Uu- €9 (637)
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Le (6.37) sono le componenti covarianti di u. Si osservi che da un punto di vista geomet-
rico, le u; si ottengono dalle proiezioni di u secondo le direzioni di e; ed e; rispettivamente.
Preso un secondo vettore v € FEs:

u-v = gguo” (6.38)

D’altro canto:

u-v=u-(ve +v’e) (6.39)
= vluy + v?uy
= viui

Confrontando la (6.39) con la (6.38) otteniamo:

k
U; = Gipll (6.40)
La (6.40) lega le componenti controvarianti a quelle covarianti di un medesimo vettore. Si
osservi che se la base ¢ ortonormale:
w; = opu” = o
Cioe, in una qualunque base ortonormale le componenti covarianti coincidono con le compo-
nenti controvarianti.

Esempio 164 Sia {e;} (i = 1,2) una base di uno spazio vettoriale reale Ey strutturato
pseudoeuclidamente. Il tensore metrico é:

A
(gik):(/;\b 1) con \,pp €ER | g=det (gip) =p— A #0

Determinare: 1) i valori di X e p per i quali Ey risulta euclideo; 2) le componenti covarianti
in {e;} del vettore u = 5ey + 2e,, nel caso A =2, = 1.

Soluzione

Ey assume la struttura di spazio euclideo se e solo se g > 0, donde VA, p € R | p— A% > 0.
Per il quesito 2 osserviamo che per A =2, =1, si ha:

(gz‘k)z(; ?>7

lev]| = lles|| =1

donde:

Quindi possiamo determinare le componenti covarianti del vettore u.
up=u-e; = (be; +2ey)-e=5+4=9
us =u-ey = (He; +2ey) e =10+ 2 =12,
PETCLO:
ur =9, uy =12
Alternativamente:
up = gyu® = gu' + gipu® =9

Uy = gortl® = goru' + goou? = 12
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6.13 Applicazioni

Sia F,, uno spazio propriamente euclideo n-dimensionale. Per analogia con lo spazio ordinario
(R3) possiamo introdurre le nozioni di angolo tra due vettori e di componente ortogonale.
Consideriamo due vettori u, v € R®. Dall’algebra vettoriale:

w-v = [[ul| - [}v]| cos 6,
essendo # ’angolo tra u e v. Quindi:
u-v
coslt) = ——— (6.41)
[ul] - [|v]]

Il vettore componente ortogonale di u secondo v ¢ il vettore u, tale che:

[, [| = [[ulf|cos 8],

cioe¢ la norma di u, e la proiezione ortogonale di u sulla direzione individuata da v. La
presenza del valore assoluto di cos @ si giustifica osservando che ||u,|| > 0, V0 € [0, 27].
Abbiamo:

u, = ||u,|| versu,,
essendo versu 1l versore di u:
U,
versu, = ——
[, ||

Ovviamente:

s 3
versu, = versv, sef € [O, E) U (57(‘, 2%}
T3
versu, = —versv, se ) € |-, =7
Da cio segue che:
u, = ||ul| cos Qversv

Tenendo conto della (6.41)

u-v
u,=(—)v=cv
V-V

dove abbiamo introdotto il coefficiente di Fourier di u rispetto a v:
c=—0 6.42
S— (6.42)
Il numero reale (6.42) ¢ noto anche come la componente ortogonale di u rispetto a v.
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Capitolo 7

Spazi vettoriali unitari

Sia F uno spazio vettoriale sul campo complesso C.

Definizione 165 F ¢ uno spazio vettoriale unitario se in esso ¢ definito un prodotto
interno indicato con (u,v) € C, che verifica le sequenti proprieta:

1. Yu,v € E, (u,v) = (v,u)", essendo * 'operazione di coniugazione complessa.
2.V\peC,Vuv,w e E, Qu+pv,w) =A{(u,w) + (v, w)
3.

Yue E, (uu)>0 (7.1)
(u,u) =0=u=0

Osservazione 166 Si osservi che la prima delle (7.1) ¢ consistente, poiché (u,u) = (u,u)” =
(u,u) e R.

Esempio 167 Sia E = C"; presi ad arbitrio due vettori:

u= (ul,u2,...,u")

vV = (vl,'UQ,...,v”)

Assumiamo come prodotto interno:
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Verifichiamo che la (7.2) soddisfa gli assiomi del prodotto interno.

(g

= (u,v)

V)\MEC VuvweEt )\u—l—uv

u# 0= (3he{l,2,...,n}|u, #0) = Zuh o

Esempio 168 Sia E lo spazio vettoriale su C i cui vettor: sono:
f:la,b] — C | f ¢ wi continua

1l numero complesso
~ [s@g@) s VigeE

e un prodotto interno. Quindi E é uno spazio vettoriale unitario.

kksk

Sia F uno spazio unitario n-dimensionale. Presi ad arbitrio due vettori

Z ‘uh‘z >0
h

u,v € E, svilup-

piamoli secondo le loro componenti in una base assegnata {e;}: u = u'e;, v = vhe;. 1l

prodotto interno e:

<u’e2, v ek>

A

€,V ek>

(
‘ <v ek,ez>*

u
u
UZ Ic*(

ezyek>

Cioe:
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(u,v) = gpu'v™, (7.3)

essendo g;; = (e;, ;) il tensore metrico.
Per definizione di prodotto interno:

(u,v) = (v,u)"

Abbiamo:

(v,u)" = (gz-k?iuk*)* (7.4)

Confrontando la (7.3) con la (7.4):
vu= (v'),v= (") € E, (9 — gp;) u'v™ = 0 = g = g},
cioe la matrice (g;) ¢ hermitiana.
Kook

In uno spazio unitario continuano a valere la definizione di norma di un vettore e la disug-
uaglianza di Scwharz:

[ul] = v/ {u,w)
[{w, v)[ < [[u] - [|v]]

7.1 Aggiunto di un operatore lineare

Sia A € End (E), essendo E uno spazio unitario n-dimensionale con n < 4co..

~

Definizione 169 Si chiama aggiunto dell’operatore A e si indica con fﬁ, ["operatore
lineare tale che:

Vx,y € I, </1x,y> = <x, A+y>

Si osservi che tale definizione e valida solo se lo spazio vettoriale e finito-dimensionale. Nel
caso contrario, 1’aggiunto puo non esistere.

Proposizione 170 Se A ¢ la matrice rappresentativa di Ae End (E) nella base ortonor-
male {e;}, la matrice rappresentativa dell’operatore aggiunto fﬁ, e la coniugata hermitiana
di A:

AT = (AN
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Dimostrazione. Poniamo:
A= (), A" = (@)

]

Si osservi che I'indice in basso denota la colonna, mentre I'indice in alto denota la riga':

11 1
ay Qg ... a,

2 2 2

Ao | @ e o
n n n

ay ay ... ap

Esplicitiamo il prodotto interno:
<Ax,y> = </Alxiei,yjej> = iy <Aei,ej>
Osserviamo che per definizione di matrice rappresentativa:
Ae; = a¥ey
Quindi:
<flx,y> = z'y*al oy,

=2y al

Esplicitiamo il prodotto interno <X, fl+y>:
<x, A+y> = <:re /1+yjej> = a'y’* <e /1+ej> = 2y a6y, = alyral™
La nostra richiesta e <flx, y> = <x, A+y>, donde:

V() () € B (@ —af") oy =0 = dl =i = = (@)

donde lasserto. m

Esempio 171 Sia E = C3®. Consideriamo loperatore A tale che:

~

A(z,y,2) = 2+ 1y, y — biz,z + (1 — i)y + 32)

Nella base canonica {e; = (1,0,0),e3 = (0,1,0),e3 = (0,0,1)}, la matrice rappresentativa
dell’operatore é:

2 1 0
A=10 1 =51 |,
1 1—2 3

quindi la matrice rappresentativa dell’operatore aggiunto di A ¢

2 0 1
AT=| —i 1 1+
0 b2 3

1 Utilizziamo questa notazione al posto di quella tradizionale a;;,, per non appesantire le equazioni con il
simbolo di sommatoria.
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SNt .
Proposizione 172 (A*) =A

Dimostrazione.
. Nt
Vx,y € E, <A+x,y> = <x, (A*) y>
ma . . * R * N
<A+x,y> = <y,A+X> = <Ay,X> = <X, Ay>,
cioe:

vy € B (x dy) = (x (A7) y) = (4) =

[ ]

AN .
Proposizione 173 (A + B) = At + Bt
Dimostrazione. Segue direttamente dalle proprieta del prodotto interno. m

SNt A
Proposizione 174 (AB> = BTA*
Dimostrazione.

A\t . "
wy e B(x (48) y) = ((48) x.v) = (4 (Bx) )

Poniamo Bx = x’

(4(8-) = (ix.3) = (%) = (e ) = o (507 )

cioe:

7.2 Operatori hermitiani
Sia A € End (E), essendo E uno spazio unitario n-dimensionale.
Definizione 175 A ¢ autoaggiunto o hermitiano se A=At

Osservazione 176 La matrice rappresentativa di un operatore hermitiano in una qualunque
base ortonormale ¢ hermitiana.

Teorema 177 A ¢ hermz'tz'cmo) = (gli autovalori di A sono reali
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Dimostrazione. Scriviamo I’equazione agli autovalori:

Au=Xu (u#0)

(Aey) =, (o)

L’equazione precedente per x =y = u, diventa:

Deve essere:

(Au,u) = (u,Au) = A (u,u) = \* (u, u) :#g A=\

Teorema 178 Gli autovettori di un operatore hermitiano corrispondenti ad autovalori dis-
tinti sono ortogonali.

Dimostrazione. Sia A € End (E) tale che A = A*. Scriviamo 'equazione agli autovalori:

Aui = >\z u;

Auj = A\ju;,
con \; # ;.
<uj,/1ui> = (u;, ;) = N (uj, ;) (7.5)
<uj,/1ui> = </1uj,ui> =\ (uj,w,)
Sottraendo la prima dalla seconda delle (7.5):

0= ()\z — >‘J) <Uj, ui> )\f/\} <LIJ', ui) =0= uiJ_uj

2 J

7.3 Operatori unitari
Definizione 179 U € End (E) si dice operatore unitario se
Ut =0U=1
In altri termini, un operatore unitario e invertibile e l'inverso coincide con l’aggiunto.
Teorema 180 U ¢ unitario) — (Vx,y €eFE, <Ux, Uy> = (x,y)
Dimostrazione. Implicazione diretta
Vx,y € E, <Ux, Uy> = <x, U*Uy> = xy)
Ut+=1
Implicazione inversa

Vx,y € E, <X, U+(7y> = (x,y)=UTU=1
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s A aNF "n .

U0 =1—= (00) =1t = 00" =1

In altre parole, una trasformazione unitaria conserva il prodotto interno. La condizione
precedente puo essere formulata in termini di norma di un vettore:

vx € E, HUXH — |Ix]| (7.6)

Osservazione 181 U : E — E, tale che ImU = E, EIU_l, donde U ¢ una applicazione
biettiva di E in se. Inoltre, <UX, Uy> = (X,y), quindi per la definizione 6.10, gli operatori
unitari definiscono un isomorfismo di uno spazio unitario in se.

Osservazione 182 La (7.6) puo essere scritta come:
vy e B, ||0x=y)|=lx-yl

In altri termini, una trasformazione unitaria conserva le distanze. Da qui il nome di
isometria.

Kk

In una qualunque base ortonormale {e;} un operatore unitario ¢ rappresentato da una
matrice unitaria:

U= (alk)

L’operatore aggiunto ¢ invece rappresentato dalla trasposta coniugata:

Ut = (by) , essendo by, = aj;

Vediamo quali sono le proprieta di una matrice unitaria. Deve essere:

vut =1

Cioe

Uuu™* = (6;)

Esplicitando il prodotto righe per colonne:

n n

*
E aikbkj = (Sij < E aikajk = 51‘]‘
k=1

k=1
Quindi:

n

D lawl’ =1, (i=12..n)

k=1
Cioe la somma del quadrato dei moduli degli elementi di una colonna e pari a 1.
Inoltre:
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Ut =1
Cioe
U+U = (5”)
Esplicitando il prodotto righe per colonne:

n n
ES

E bikakj = 6@' < E Qi Qk; = 61’]’

k=1

k=1

Quindi:

D lawl’ =1, (i=12,..n)
k=1

Cioe la somma del quadrato dei moduli degli ementi di una riga ¢ pari a 1.
Riassumendo, assegnata la matrice unitaria:

ay; a2 ... Qaip
U _ 91 A29 ... A9pn
Ap1 Ap2 ... Qpp

U verifica le seguenti proprieta:

D lawl’ =1, (i=1,2..n)
k=1
D lawl’ =1, (k=1,2,..,n)
i=1
Proposizione 183 Sia U operante sullo spazio unitario E. Se {e;} é una base ortonormale:

{Uei} ¢ una base 0rton07‘male> <= (U e unitario

Dimostrazione. Implicazione inversa
U ¢ unitario = <Uei,Uej> = (e;,€;) = 0;; = {Uei} = base o.n.

Implicazione diretta
Per ipotesi e:

<Uei, Uej> = 57jj
Esplicitiamo il primo membro:
n n n n n
_ * 5 _ *
ki€, A€k ) = Ak’ i Qg jOkk! = Ak A
k=1 k'=1 k=1k'=1 k=1
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Quindi:
n
Zakia}zj = 0;; = (U = (a;x) matrice unitaria) = <U operatore unitario)
k=1

|

Proposizione 184 Gli autovalori di un operatore unitario hanno modulo pari a 1.

Dimostrazione. Scriviamo 1’equazione agli autovalori per 'operatore unitario U:
Ux=Xx (x#0)

Deve essere:

(x,x) = <UX, UX> = (Ax, A\x) = A" (x,x) XT;O MN=1=|\=1

I?eﬁnizione 185 Sia E uno spazio vettoriale sul campo K e H un suo sottospazio. Se
X € End(E):
H ¢ invariante per X) &, (Vx € H, (Xx) cH

Proposizione 186 Sia E uno spazio unitario e W un suo sottospazio.
W ¢ invariante per A € End (E)) — (VVL ¢ invariante per AT
Dimostrazione. Per definizione di complemento ortogonale:
yeWr=vxecW, (x,y)=0
Per ipotesi W ¢ invariante per A:

Vy e W+, 0= <Ax7y> = <x, A+y>) — Vy € Wi, (A*y) ewt

7.4 Operatori normali
Definizione 187 Sia A € End (E), con E spazio vettoriale unitario.
Ae normale) &, <A AT=A%A
In altri termini, un operatore € normale se commuta con il proprio aggiunto.

Proposizione 188 Sia A un operatore normale operante sullo spazio unitario E. Se \ e
autovalore di A:

vx e E(\), Atx=\x

E(\) ¢ invariante per A*
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Dimostrazione.
Yxe E()\), A (/Aﬁx) = (AAJr) X = <121+121> x=Ax =\ (AJFX) — (A*x) cE(\),
cioe E (\) & invariante per At
x,y € E(\) = <A+x,y> = <X7 fly> = (x,\y) = (\*'x,y) = ATx = \'x
|

Teorema 189

A ammette una base o.n. di autovettom’) < (A e normale

Dimostrazione. Implicazione diretta
Sia {e;} una base o.n. di autovettori (i = 1,2,...,n = dim E):

Aei = )\iei

Quindi la matrice rappresentativa nella suddetta base:

A0 o0
A 0 X ... O
0 0 .. A\

La matrice rappresentativa dell’aggiunto:

A0 .0
Ao ayT o | 0 A0
0 0 .. A

A e AT commutano: o o
AAT = ATA— AAT = ATA

Implicazione inversa
K = C = 3\ | X ¢ autovalore per A. Indicando con u; 'autovettore:

Aul = )\111

Se E (A) e il corrispondente autospazio, si ha che dim F (\) = r che ¢ il grado di degenerazione
di A\. Naturalmente E (\) C E. Se risulta E (\) = E, segue che r = n, cio¢ 'autovalore \ ¢
degenere n volte:

Augl) = )\ugl)
Augz) = )\u?)

Aul™ = Aul
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Il sistema {ugl), u§2), ol )} compone una base di £/. Tale base puo essere ortonormalizzata

attraverso il procedimento di Gram-Schmidt, per cui il teorema e dimostrato. Consideriamo
ora ' (\) C E, per cui dim E (A\) =r < n.

Il complemento ortogonale E+ () & tale che dim E+ (\) =n —r.

Se r > 1 'autovalore A ¢ degenere r volte. Procediamo per induzione, ponendo inizialmente
r=n— 1, donde dim £+ ()\) = 1:

3{e;, ey, ....,€,_1} = base o.n. di E())
3{e,} = base di E* ()\) con |le,|| =1

Osserviamo innanzitutto che per definzione di complemento ortogonale:
(en,€,) =0, peri=12..,n-1 (7.7)
Inoltre, dalla proposizione 188 sappiamo che E () e invariante per A", e dalla proposizione

SNt
186 segue che E+ ()\) ¢ invariante per (A+> = A. Quindi:

en € EL(\) = (Aen) cEt(\) — 3JueC|Ae, = e, (7.8)

dim E-(\)=1
Da (7.7) e (7.8):
{ei,e,...,en_1} U{e,} = base o.n. di autovettori di A
L’asserto segue per induzione per ogni valore dir =n—2,n—3,...,1. m
Corollario 190 Gli operatori unitari e autoaggiunti sono diagonalizzabili.

Dimostrazione. Segue direttamente dal teorema precedente, giacché si tratta di operatori
normali. m

Teorema 191 Sia A un operatore normale operante nello spazio unitario E,, finito-dimensionale.
Se ;i (i=1,2,...,r) sono gli autovalori di A, abbiamo

E\) LEN), coni#j (7.9)
E=EM®EMN)®.®E\)
A=MNP +XPy+ ...+ NP,

qui B ¢ l'operatore di proiezione ortogonale:
EIXEE'—>UEE()\1')
Dimostrazione. Presi ad arbitrio u € E'(\;), v € E(\;) con i # j:

A (u,v) = <Au,v> = <u,fl+v> = (u,Xiv) = X; (u,v)

— ()\Z—)\j) <11,V> =0 = <11,V> =0

17N
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Quindi:
Vvae E(\),YWveE(N), (uuv)=0= E(\) LE()\),coni#j

Cioe la prima delle (7.9) (autospazi corrispondenti ad autovalori distinti, sono ortogonali)
Per dimostrare la seconda, osserviamo che:

XEEiHUiEE(Ai)’X:ZUh

cioe:

E=EM)+EMX)+ ...+ E\) (7.10)
Inoltre:

0£w € E(N) = w ¢ E(\x)
Quindi

E(\)NE (M) = {0} (7.11)

Da (7.10) e (7.11);
E=EM)®EMN)®..®E((\)

cioe la seconda delle (7.9). La terza segue direttamente dalla definizione di operatore di
proiezione ortogonale. m

Esempio 192 Sia A € End (Ey) rappresentato dalla matrice:
A =diag (2,3,4,1)
Quindi gli autovalori sono:
M=2 M=3 A3=4 N\ =1

I corrispondenti autospazi sono unidimensionali: dim E (\;) = 1. Gli autovettori:

= (1,0,0,0)
u2_(0,1,0 0)
us = (0,0, 1,0)
u, = (0,0,0,1)

Quindi:
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Gli operatori di proiezione ortogonale sugli autospazi:
Py = diag (1,0,0,0)
Py = diag (0,1,0,0)
Ps = diag (0,0, 1,0)
Py = diag (0,0,0,1)

Euvidentemente:

Z -

Esempio 193 Sia A€ End (Ey4) rappresentato dalla matrice:
A = diag (2,2,4,1)

Quindi gli autovalori sono:

)\1:2, 5 )\2:4,)\3:1

Si osservi che Ay € degenere 2 volte.
I corrispondenti autospazi sono tali che: dim E (A1) = 2, dim E' (A\i=1) = 1. Gli autovettori:

(1)
(2)

1,0,0,0)
0,1,0,0)
0,0,1,0)
0,0,0,1)

= (
= (
uy = (
uz = (

Quindi:
E\) = {augl) + bugm | a,b e R}

E (X)) ={cu; | c e R}
E(X\3) = {du; | d € R}
Gl operatori di proiezione ortoganale sugli autospazi:
Py = diag (1,1,0,0)
Py = diag (0,0,1,0)
Py = diag (0,0,0,1)

Evidentemente:

o
I
—>

~g>
||
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Capitolo 8

Spazi vettoriali euclidei (2~ parte)

Le nozioni precedenti (trasformazioni unitarie e operatori normali) si estendono al caso di
uno spazio euclideo FE.

Definizione 194 L’operatore A € End (E) ¢ ortogonale se risulta:

A A

AAT = ATA =1

Osserviamo che la matrice rappresentativa dell’operatore aggiunto ¢ AT = (AT)>k = AT,
essendo reali gli elementi di A. Quindi

Definizione 195 Una matrice A é ortogonale se:
AAT = ATA =1
In altre parole, una matrice e ortogonale se l'inversa coincide con la trasposta.

Sussistono le proprieta delle matrici unitarie. Precisamente, la conservazione del prodotto
scalare e delle distanze. Inoltre, se A = (a;):

n

> lawl’ =1, k=1,2,...n

i=1
n

> lawl?=1, i=1,2,..n

k=1

Esempio 196 Consideriamo un sistema di assi cartesiani ortogonali R (0xyz) in R3. Es-
equendo una rotazione attorno all’asse z di un angolo 8, si passa da R (0zyz) a R' (0z'y'2’).
Tale trasformazione di coordinate ¢ realizzata da un operatore R (0) € End (R?):

R.(0)x =x'

/

Qui e x = (z,y,2), X' = (2/,y,2'), con:

' = xcosfh +ysinb
y' = —xsinf + ycos

/
Z =z
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La matrice rappresentativa di R, (0) nella base canonica, é:

cosf sinf 0
R.(0)=| —sinf cosf 0
0 0 1

La matrice R (0) é ortogonale:
R.OR. ()" =R.(0)"R.(0) =1
Tale risultato si generalizza ai rimanenti assi coordinati x e y, e quindi a qualsiasi asse

passante per l’origine, per cui una rotazione € una trasformazione ortogonale delle coordinate
dello spazio euclideo R3.

216

APPUNTI INGEGNERIA GRATUITI - www.riccardogalletti.com/appunti_gratis



Parte 111

Appendici
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Appendice A

Soluzioni degli esercizi proposti

A.1 Operazioni sulle matrici e calcolo di determinanti
del secondo ordine

a11011 + a12b91  a11b12 + a12bao
AB = | ag1bi1 + agbar  a21biz + axbs
a31011 4 as2bar  azibia + aszbas

-p—2 —q
A+B-D= 4—r —1-s
9—t 9—u
Quindi:
A+B-D=0<= (p=-2,q=0,r=4,s=—-1,t=9,u=29)
cioe:
-2 0
D = 4 -1
9 9
* Aok
4 1 2
A+B=| 0 3 2
1 -2 3
-3 1 =5
A-C= 5 =3 0
0o 1 =2
-2 -4 6
—2A=| -10 0 —4
-2 2 =2
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0 0 -3
A+(B-C)=|9 -1 5
2 1 1
0 0 -3
(A+B)—-C=[9 -1 5
2 1 1
Ty T2 T3
D= T4 Ty Tg
T7 Tg Tg
ed ¢ tale che:
A+D =B
Cio implica:
1+ZL‘1 2+l’2 —2+ZE3 3 —1
5—|—ZL'4 Ty 2—|—ZL'6 = 4 2
1+2, —14+25 1+ x9 2 0
da cui:
1+£L‘1:3
2+CE’2:—1
—3+ZE3:2
5—|-ZL'4:4
2+CL’6:5
1+$722
—1—|—£L‘8:O
1+CL’923
Quindi:
2 -3 5
D= -1 -1 3
1 1 2
219

APPUNTI INGEGNERIA GRATUITI - www.riccardogalletti.com/appunti_gratis

w ot N



B-—A=1[ -1 -1 3
1 1 2
1 2 =3 3 —1 2
—(A-B)=- 5 0 2 -1 4 2 5
1 -1 1 2 0 3
2 -3 5
=1 -1 -1 3
1 1 2
kKoK
2 3
‘1 4‘—2-4—3-1—5,
2 1 sina  cosa . 9 9
=441=05; . =sin“a +cos”a = 1;
-1 2 —cosa  sina
a+if 410 | 2 (2 s2\ _ 2 2 2
Vs a—ig| =0 (V+8)=a?+3 -7 =6

sina  sin o . . .
‘ = sinacos f — sin Fcosa = sin (o — 3)

sin 3 cos 3
cosa  sina . .
‘sinﬁ cos 3 = cosa cos 3 — sin Bsina = cos (a + )
tana - —1 =tan’a + 1 = sec’ a
1  tanfg | N
1 lgya
=1-1g, bl =
‘lgab 1 B b1t T
a+b b+d| B
0t e c_l_d‘—ac+bd—ab—cd—a(c—b)—i—d(b—c)
atbh a-b = a® + 2ab + b* — a® + 2ab — b* = 4ab
a—b a—>b
z—1 1

¥ P+ r+1 ‘:(x_l)(x2+x+1)_353:373—1—563:—1

2
wou =w?>+w = |cos 2—7T + 7 sin 2—7T + 72sin 2—7T
-1 w 3 3 3
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A.2 Determinanti del terzo ordine

1 L1 -1 1 1 1
-1 0 1|=(-1) —(-1) =—0+1)+(1+1)=+1
-1 0 -1 1
-1 -1 0
011
tot|=—[ Yt oy =412
10 0 1
1 10
a a a 1 1 «a 1 1 a
—a a x|=d| -1 1 z|=d*| 0 2 a+zx
—-a —a x -1 -1 =z -1 -1 T
9 2 a4z 1 a
=a
—1 z 2 at+zx
=2a* (a + )
1 11 1 11 1 11 1 92
123:1232012:’13‘:1
1 3 6 01 3 01 3
1 1 141 :
—i 1 0 |=(1-9) i 18” =—(1+)(l—i)=-2
1—7 0 1
1 cos%—i—isin% cos%%—isin%
cos%—isin% 1 Cos%”qLisin%”
cos%—z‘sin% Cos%“—isin%’r 1
21 S o T i T 27 . .
_ . 1” . cos3—|—zsm3 —(Cosz—l—isinz) cos;,,)r z.s?n% COS3—|—’LSll’l
cos - — usin 5 1 3 3 cos 7 —isin g 1
T .. T cosZ —isinZ 1
—l—(cos——l—zsm—) 33 o - . o
4 4 COs 7 — 1S 7 COS 5 — 1Sl 7

1 3\ |[i (1 i\ [3 5—-% V3 1+
P S SR AN KNS SNATNYE IS Tk SEN'E | BN R S
2 2 2 2 2 2 V2 2 2

1—i 14
:—1——"—1—%:—2—\/5

Poniamo:
. 1 1 1
A1 o w2 :—w(w3—3w+2)
1 w? w

_ 2T | i 27
per w = cos 5 + 181N -

A= —3iV3
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A.3 Determinanti di ordine qualsiasi

Si tratta di determinare gli zeri della funzione f (z). Lo sviluppo del determinante porge:
f(ﬂf):xz—ll}'—S,

donde:

fx) =02z =

(11@)

N | —

$okk

Per una nota proprieta, il determinante di una matrice diagonale ¢ pari al prodotto degli
elementi della diagonale principale, donde:

det Agigg =1-2-3-...-n=nl

$okk

Il calcolo diretto di A (n) (eq. 1.55) porge:

AR2)=-1,AB3)=-1,AA) =1,A(5)=1,A(6) = -1

Da cio segue che:

essendo k (n) tale che:

( dispari, n =2
dispari, n =3
) pari, n=4
k(n) = pari, n=>5 (A1)
dispari, n =206

La (A.1) implica che k (n) deve essere del tipo:

k(n) = an® + bn (A.2)
Affinche sia valida la (A.1):
da+2b=1
9a + 3b = 3,

da cui:
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Si conclude:

Il calcolo diretto di A (n) (eq. 1.56) porge:

D(2)=2,D(3)=6,D(4) =24, D(5) =120, D(6) =720

Da cio segue:

D (n)=nD(n—1)
Quindi:

Dn)=nn—=-1)(n—-2)-...-1=n!

kkxk

Calcoliamo direttamente F'(n) per n = 2,3. La (1.57) e:

f2 () =@z =1)
f3(@) =z (x—1)(x—-2)

Quindi:

@)

—

[\

S—

I
heplerien
TN TN TN

—

S N N
e
N TN
[\

S— N N
ey
—

w
S—

[\

DN O

—
o
N—
I
TP ohar MO @
N TN TN TN
W N~ O
S N S N

w o o
w
\)
e~

w o oo

Osserviamo che:
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(3" = 1296
donde:
F (n)] =t
Inoltre:
nn—1) (1, n=1
2 12 n=2
Quindi:

Eseguiamo il calcolo esplicito per n = 2:

fa(x)  fo(x)  f3 (2)
fa () f3 () fy (x)

G(z,2) = 2
@) @) £ ()

Dalla prima delle (A.3):

fr(@) =20 —1; fy(x) =2 fi' (x) = ¥ (x) = 0

Quindi:
22—z 2x—1 2
G(z,2)=|2x—1 2 0|=-8
2 0 0
Eseguiamo il calcolo esplicito per n = 3:
fa(@)  J3(2) fi (@) fg’,;’)(x)
a _| S s (@) Sy (@) fy ()
I pw ge e 0w
V@) @ 5 @) 5 @)

Dalla seconda delle (A.3):

fi(x) = 32% — 62 + 2

fi(z) =6 (z — 1)

Y (x) =6

() =0, (r=4,5,..)
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Quindi:

z(x—1)(x—2) 322 —6x+2 6(x—1) 6
| 3zt —6r+2 6(x—1) 6 0]
G =] Lo ; oo =120
6 0 0 0
n(n—1)

Si conclude che: 1) G (z,n) = G (n); 2) G(n) = F(n) = (=1)" 2z  nl*t,

Kok

Risolviamo la (1.58) per alcuni valori di n. Per n = 1 la soluzione ¢ immediata:

‘1 * =0<=zrx—a;=0<=zx=q
1 aq
Per n = 2:
1 =z 22
1 ap @ |[=0<= (z—a1)(z—a2)(ag—a1)) =0z =ay,ay
1 ay a3
Per n = 3:
1 = 2?2 23
1 a & d
1 3 3 |l=0<= (r—a1)(x—as)(ag —ay) (a3 —a1) = 0 <= = = ay, as, as
1 a3 ai d}
Per ogni n € N:
1 = x? !
1 a a2 .. a! n—1
1 a az ... ay? :0<:>H(:U—ak):O<:>x:a1,a2,...,an
.. ) k=1
1 ap ag any
ook
La (1.59) per n = 2 si scrive:
1 1
‘1 1_ 2 <= z=0
Per n = 3:
1 1 1
1 1—2 1 =0<=zx(r—1)=<=2=0,1
1 1 2—z
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Per n = 4:

11 1 1
1 1—2 1 1 B ) _ _
1 1 9-2 1 =0<=z (2’ -32+2)=0<=2=0,1,2
1 1 1 3—=x
Per n = 5:
1 1 1 1 1
1 1—2 1 1 1
1 1 2-z 1 1 |=0<=2(2*—62"+1lx—6) =0<=2=0,1,2,3
1 1 1 3—2 1
1 1 1 1 44—z

Si conclude che (1.59) ¢ un’equazione di grado n — 1, le cui soluzioni sono:
r=0,1,2,...,n—2
skokok
Risolviamo la (1.60) per n = 2:

ay a2

=0<=a1(a;—2)=0<=zx=a
aq a1+a2—x 1(1 ) !

Per n = 2:
ay a2 as
a1 a1 +ax—x as :0<:,>CL1<CL1—(L’)(G2—Z‘):0<':>JI:CL1,CL2
a Qs as +az —x
Per n = 3:
ay a2 as Gy
a; a;+ay—x as Qy
aq a9 ao + a3 — ay
aq a9 as as + ay —x
=ay (a1 — ) (a2 — ) (a3 — ) = 0 <= = = ay,az, a3
Per n = 4:
51 5) as Q4 as
a; a;+ag—x as ay as
aq a9 as +as — x ay as
aq a9 as as +as —x as
ai as as as as+ a4 —x

=ay (a1 — ) (a2 — ) (a3 — ) =0 <= = = a1,a9, a3, a4
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Per ogni n:

aq (05} as (7%

a; a;+ay—x as ay,

aq a9 ao + a3 — T ... an,

aq a9 as ve.. Qp_1+a, —x

n—1

:Hak(ak—x)zo<:>x:ak, (k=1,2,..,n—1)
k=1
$okk

I determinante (1.61) & nullo, in quanto la terza colonna & combinazione lineare delle prime
due. Infatti:

a2+6a+9:Cla2+Cg(a2+2a+1)+Cg(a2+4a+4),

da cui:

Ci+Cy+C3=1
042C,+4C3 =6
04+Cy4+4C3=9

Tale sistema lineare e compatibile e determinato:
(Ola 027 C13) = (1a 6a 9)
Quindi:

(k+3)° =k =3(k+1)°+3(k+2), k=a,87,
da cui 'annullarsi del determinante.

X%kk

La matrice complementare della (1.62) relativa all’elemento 11 ¢ la matrice diagonale di
ordine n — 1:

a9 0 0

0 a 0
Ay = s

0 O an,

Il complemento algebrico dell’elemento 11 e:
an = (—1)° My,
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essendo:

n

M11 = det AH = Hak

k=2
E facile rendersi conto che:

Mijzosei%jv

poiché ogni A;; con ¢ # j ha una riga nulla. Ad esempio:

0 as ... 0
Ay — 0O 0 .. 0
00 .. a
Inoltre:

ap 0 O 0
Ay = 0 a3 O 0
00 0 0 a

quindi:

Qg = Moy = det Ay = Hak

k=1
k#2
Si conclude che:
Qij = 0, se 1 7&]
n
Qi = Hak
k=1
ki
Passando alla somma dei complementi algebrici:
n n n
D IUE)
i=1 j=1 i=1
n n
=2 1]w
i=1k=1
ki
= a90a3...ap + A103...0n + ... + Q102
1 1 1
=a109..0, | —+—+ ... + —
ap Qg an
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xokk

E conveniente eseguire il calcolo diretto per n = 3. La matrice (1.63) e:

0 0 aj
A= 0 as 0
as 0 0
Segue:
ay O
Allz 02 O‘:O:}quzo
0 0
Ay = as 0‘20:>oz12:0
0 as
Ay = as 0 = —aga3 =—> a3 = —bobs
0 a
Ay = 0 01 =0= ayp =0
0 a
A22 - as 01 = —a1a3 — Qg9 = 0
0 0
A23: as 0’20:>Oé2320
0 aq
A31 - s 0 = —a1ay — Q31 = —a10a9
A32: 8 @ :0:>O(32:0
0
Ass = 0 ay =0= a3 =0
Sommando:
S~ 11 1
S8 0= s (L4 L L
i—1 7 a1 a2 a2
i=1 j=1
Per ogni n:
ZZ%’ = (=1)" a1ay...ay (— + =+ ..+ —)
i=1 j a1 as Qn,
=1 j=1
sk
Sviluppando (1.64):
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0 -1 -1 1 -1 -1
A=al -1 -1 1 |=b 0 -1 1

-1 1 0 -1 1 0
=43 —t1
1 0 -1 1 0 -1
=+4¢c 0 -1 1 |—=d 0 -1 -1
-1 -1 0 -1 -1 -1
—To =7
=3a—b+2c—d
kokok
Sviluppando (1.65):
1 21 2 11 2 11 2 11
A=—-z|1 1 2 |4+y|l1 1 2|+21 2 1]|+4]1 2 1
1 11 111 111 11 2
—f1 =21 =1 1
=4t —(x+y+2)
koK
Sviluppando (1.66):
011 111 111 111
A=all1l 0 1|=010 1|+¢0 1 1|-d0 11
110 1 10 1 10 1 01
) =t =1 21
=2a—b+c—d
*okok
12 3 ... n
-1 0 3 .. n
17. | =1 =2 0 ... n |;eé conveniente eseguire il calcolo diretto per alcuni significativi
-1 -2 -3 .. 0
valori dell’intero naturale n:
1 2
e = - !
n=2 10 2 =2!
1 2 3
n=3|-1 0 3|=6=3!
-1 -2 0
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1 2 3 4
-1 0 3 4
= = = 6!
n=di| | S, o 4|=24=¢
-1 -2 -3 0
1 2 3 4 5
-1 0 3 4 5
n=5-1 -2 0 4 5|=120=5
-1 -2 -3 0 5
-1 -2 -3 —4 0

Si conclude che per ogni n, il determinante vale n!.

18. Anche qui ¢ conveniente calcolare per assegnati n:

. 1 aq -
n=2 1 aq + b1 - bl
1 aq (05}
n=3: 1 a1 + b1 a9 = blbg
1 aq ag + bg
1 ay as az
o 1 a1 + b1 a9 as .
n=4 1 aq ao + bg as - b1b2b3
1 a, ay as + b3

Si conclude che D (n) = [] bk
k=1

19. Esplicitando per i vari n:

n=2;f2($;$1):‘1 o =T — I
1 1 X9
n=3; fs(x;zx,x2) =1 x a9 |=(x—x)(x— x29)
1 =1 =«
1 1 X9 I3
A . B A T N
n_47 f4 (33,.%17372,233) 11 T T T3 - (l‘—ﬂjl) (33—.%2) (I_xi%)
1 21 20 =

Si conlude che:

fo (21,20, 0y ) = H (x — x)

k=1
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20. Esplicitiamo (1.67) per diversi valori di n:

1 2
A(2) = 1 3 =1
1 23
AB)=|1 3 3|=2
1 25
1 2 3 4
1 3 3 4
Al)= 1 2 5 4 =6
1 2 37
1 2 3 45
1 3345
ABG)=|1 25 4 5|=2
1 2375
12349
Si conclude che A (n) = (n — 1)!
21. Esplicitiamo (1.68) per diversi valori di n:
1 2
A@R) =, 5 |=-2
1 2 2
AB)=]2 2 2|=-2
2 2 3
12 2 2
2 2 2 2
A=)y 9 3 9|77
2 2 2 14
1 2 2 2 2
2 2 2 2 2
ABG)=]2 2 3 2 2|=-12
2 2 2 4 2
2 2 2 25
Si conclude che A (n) = =2 (n — 2)!
22. Risulta:
B 1 by |
1 by 0
n:2:¢(b17b2): -1 1-b ba =1
0 -1 1-b
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n=3= ¢(by,by,b3) = 0 -1 1-—by ba

Da cio segue:

23. Risulta:

1 by 0 0
-1 1-bh by 0

0 0 -1 1-b

Vn € N — {0}, (b(bl,bg, 7bn) =1

Da cio segue che:

Deve essere:

cloe:

| a a+h|
A(2) = w ‘—a(Qa—l—h)
a a+h a+2h
AB)=|—-a a 0 =3a*(a+h)
0 —a a
a a+h a+2h a+3h
| —a a 0 0 a3
A(4) = 0 a a 0 = 2a” (2a + 3h)
0 0 —a a
a a+h a+2h a+3h a+4h
—a a 0 0 0
AB)=| 0 —a a 0 0 = 5a* (a + 2h)
0 0 —a a 0
0 0 0 —a a
A(”):anilfn
f2:2a+h
3—-1
f3:3(a+h):3(&+Th>

f5=5(a+2h):5<a+%h>

APPUNTI INGEGNERIA GRATUITI - www.riccardogalletti.com/appunti_gratis



24. Per n = 4:

a —1 0 0
la o —1 _ 3 9
A(4) = 4 0 @ _1|= 007 + a12” 4 asx + as
as 0 0 T
Per ogni n:
A(n) = apr" '+ a2t + .. +as
25. Per n = 4:
4 3 2 1
o —1 Xz 0 0 . 3 2
A4) = 0 -1 2 0 =42° +32° + 22 +1
0 0 -1 =z
Per ogni n:
An) =Y kat!
k=1
26. Il determinante (1.72) é:

T1 T1 T1

Zalka’f Zalka’; Zalkaﬁ

k=1 k=1 k=1

79 T2 T2

Zagka’f Z()ézkag Zagkaﬁ 7 (A4)
k=1 k=1 k=1
Zanka’f Zanka’; Zankaﬁ

k=1 k=1 k=1

poiché:
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Per una nota proprieta dei determinanti, la (A.4) puo essere scritta come:
T1 T1
k k
1101 1Ay ... Q15a,
k=1 k=1
T2 T2
k k
o101 Qofly ... Qora,, n
k=1 k=1

Tn Tn
k k
Qp1aq Apply ... OnkQ,,
k=1 k=1
T1 T1
2 § k E k
a12G7 a1y ... a1,
k=1 k=1
72 T2
2 E k E k
+ Qo007 Qokly ... QoK a,, +
k=1 k=1

Tn Tn
Oéngal O[nkCLQ Oénk;an
k=1 k=1

T1 1

71 k k

ap Qg E 1Ay ... E a1,
k=1 k=1
T2 T2

1 k k

i Qop, Ay E Qoply ... E QoK a,,
) k=1 k=1
Tn Tn

T1 k k

Ay Q4 E OnkQy ... E OnkQ,,
k=1 k=1

T1 T1
E k § k
1Ay ... Q1a,
k=1 k=1
T2 72
" E k E k
k| Q2K Qoo ... Qora,,
k=1 k=1

= a’l
k=1
Tn Tn
k k
Ank E ApkQy ... E AnkQ,
L k=1 k=1 -
a1 O ... Ok
T T2
Qo Qg ... Qgp
= alaz
Pt —
Ank Opk ... Onpk
1 1 .. 1
rL T2
11 .. N
= E E E a1a2 A, OO0k . Ol
k=1k=1 =
1 1 .. 1
=0
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27. Pern=1,2,3:

n=1= f(x;5) :‘ do M = apr1 + a1y1
—Y1
Qo a;p a2
n=2= f(r1,22;91,%2) = | —y1 71 0 | = aor122 + a172y1 + a2y112
0 —Y2 T2
Qo aq Gz ag
n=3= f(x1,%2,23;Y1,Y2,Y3) = e, o0
e 0 =y = 0

0 0 —ys z3

= QpT1T2T3 + A1T2T3Y1 + A2T3Y1Y2 + A3Y1Y2Y3

Per tutti gli n:

n h n
f(zlax27"'75Bn;ylay27'“ayn) = Zaknyk H xj

h=0 k=1 j=h+1

28. Pern=1,2,3:

ag 0
fi(x) _01 N ‘:aox
2@0 ap 0
fole)=| -2 z 0 |=2(az’+2a)
0 -1 =z
6&0 2&1 o asg
-3 x 0 0
f3($)= 0 -2 2 0 =3l(aox3+a1x2—|—a2x+a0)
0 0 0 =z

Per tutti gli n:
fo(x) = n!Zakx:s’k
k=0
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29. Esplicitiamo (1.75):

D(1)=2
2 1
DER)=|] 5|=3
210
D@B)=|12 1|=4
01 2
2100
1 210
D)= 0121 =9
001 2
21000
12100
DGB)=|01210|=6
00121
00012
D(n)=n+1

30. Esplicitiamo 'espressione analitica della (1.76) per vari n:

fi(z) =2cosx

| 2cosz 1 B 9
fo(z) = 1 9 cos 2 =4cos‘x—1
2cosx 1 0
fs(x) = 1 2cosw 1 = —4cosz + 8cos’ x
0 1 2cosx
Osserviamo che:
deos’z — 1= sin 3z
sin
in4
—4cosx + 8cos® r = s1‘n <
sin x
Cio implica:
sin[(n + 1) z]

fn (x) =

sinx

Il grafico e riportato in figura A.1
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R s

-2 -1 0 1 2

Figura A.1: Grafico di f, (z) per n =1,2,3,...,7.

31. Esplicitiamo 'espressione analitica della (1.77) per vari n:

fi(x) =cosx

COS T 1

— _ 2. _
fo(z) = 1 9cosz =2cos“x—1
cos T 1 0
fs(x)=| 1 2coszx 1 = —3cosx + 4cos’ x
0 1 2cosw

Osserviamo che:

2cos’x — 1 = cos 2z

—3cosx + 8cos® x = cos 3x

Cio implica:
fn (z) = cos (nx)

Il grafico e riportato in figura A.2
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-0.5¢

-1t

Figura A.2: Grafico di f, () pern =1,2,3,...,7.

A.3.1 end
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