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Esercizi su integrali multipli

Calcolare I'integrale doppio

[ oxoy

A
dove A= {(x,y)e R?:0<x<2,0<y< 2x—x2}
Soluzione
Anche se non occorre per larisoluzione dell’ esercizio, disegniamo il dominio A

N
Y
2x — x°
X

Impostiamo I'integrale doppio

2 2x-x?

”'xydxdy:j( jxydy] dx
A 0 0

risolviamo I'integrale interno

2%-X? 2%-X? 2_2X’X2 2 2
X{V_ _ X[@X_XLQ} _

lxydy:xgydw 2 5 >

B {4x2—4x3+x4_ 4% - 4x* + x°

-o

2 2

sostituiamo nell’ integrale esterno erisolviamo I'integrale

2 3 Avd L W5 2 4 ° o7’
[ A=A G L a8 o= L A X
24 2 0

) 2 4 5 6
{62, (100, 1 1.

32 64 32 480-768+320 32 8
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Si calcolino 1 seguenti integrali doppi con due metodi, considerando il dominio di integrazione prima
normale rispetto al’asse X, poi normale rispetto all’asse Y :

A. ‘[JXdX dy

Yio) x*+y*=1

A
(1.0)

X

L
Ca

N

(1,50) x'

soluzione

Primo integrale con dominio normale rispetto a x

L'insieme A éformato datutti e soli i punti che hanno I’ ascissa compresatra O e 1. Per quanto
riguardal’ ordinata, prendiamo I’ equazione cartesianain formaimplicita della circonferenza e la
cerchiamo.

X¥+y’=1 - y'=1-x* > y=+/1-%

il punto d’ ordinata massimasara y = v1— x* , mentre quello d' ordinata minimaé y=—1-X
aloral’insieme pud essere scritto con la seguente definizione

2
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A={(X,y)eRZZOS X<1,-41-%* < ygxll—xz}

passiamo all’ integrazione

1( V1
”xdxdy:J' fxdy dx
A ol yie
svolgiamo I’integrale interno
1-x2
[xcy =yl = im 41 % = 201
1

poi I'integrale esterno che ci dail risultato

2.(1[ xv1-x? dx = {—%(1— xz)z}

winN

! 3 3

= {—3(1—1)2 +3(1— 0)2} =
o 3 3
Primo integrale con dominio normale rispetto a 'y

L’insieme A, in questo caso, &formato datutti e soli i punti che hanno I’ ordinata compresatra —1 e 1,
cerchiamo I ascissa passando come in precedenza per I’ equazione implicita della circonferenza.

X¥+y'=1 - X=1-y° - x=41-¥y°
guesta volta scegliamo direttamente il segno positivo perché, come si vede in figura, non appartengono a
A dei punti con ascissa negativa.

Definiamo I’insieme
A={(x, Y)eR2 —1<y<10<x<,/1- yz}

impostiamo I’ integrale doppio

1y
”xdxdy:j dex dy

risolviamo prima quello interno

1-y? 2 Y 2
J‘de:{x— = -y
2

0 _lo 2
sostituiamo
1 2 1 3t
[ ay=2i-yeay=2y-¥L :g{l_z_(_lgﬂzz{z_z}:
G2 27 2 3], 2| 3 3)] 2L 3
.12
3 3

Secondo integrale con dominio normale rispetto a x

Per quanto riguarda il dominio B, prima di tutto vediamo che fanno parte d quest’insieme tutti e soli i
punti che hanno ascissa compresatra O e 1, mentrei punti hanno ordinatamassima 1 e si trovano tutti al

disopradi Yy = \/; Quindi possiamo definire

B:{(X,y)eRz:OS x<1/x< y£1}

impostiamo a solito I'integrale

y _1 1 y y
sty =01 [ )

risolviamo per primo I’integrale interno
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i

1 1
y 1 y
dy = d
I y I /= 2(1+x&1+y

21+ )1+ y?) (1+x) &(1+ y?)

andiamo a sostituire e risolviamo quello esterno

-(1[ 2(1]; X) In(lfx} dx= 2 i ) (1+x) In(1+ xj dx=

:%{m(u x)|n(rzxﬂl -= j In(L+ x)(“zxj (%szj dx =

facciamo una piccola digressione

{I n(l+ x)In(%ﬂ: = [In(1+ 1) n(l%lj —In(1+ O)In(ﬁﬂ -

_ {m(z)m(%) _m(l)m@H _ [In(2)In(1)~In(Din(2)] = 0

anche per il fatto che In(1) = 0
alloratornando al nostro integrale

- —%i In(1+ x)(“zxj : (— (1+2X)2j dx = %i 'r('l(l:X’)‘) dx =
_ %j InL+ x)dina+ )= 5 [_('”(“ x) } _

2
1 {(I n(2))" n(l))z} _(n@)y°
2 2 2 4

Secondo integrale con dominio normale rispetto a 'y

Consideriamo ora il dominio B normale rispetto a Y . Fanno parte dell’insieme tutti e soli i punti che

hanno ordinata compresatra O e 1, ascissacompresatra O e y2 , quindi il nostro insieme &

:{(x,y)eRZ:Os y<1,0<x< yz}

impostiamo il calcolo

s o= faaey o

al solito svolgiamo I'integrale interno
y2 2

<

1 ¥
-([(1+X)Z;+y o= 1+yy -([1+x +y)[ln(1+x)]0
(—)[In (1+ x)] (—)[In(ler) In(L+0)]=
_ yln(1+y
1+y?

e andiamo a sostituire per svolgere quello esterno
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S—
_[ jexp[yz] dx dy

£
dove T eil triangolo chiuso del piano Xy di vertici nei punti di coordinate (0,0), (0,1), (2,1).

Soluzione
Disegniamo il triangolo nel piano cartesiano

y
(0.1) 2.1)

T

M

0,0) X

11 triangolo dominio rappresentato pud essere considerato normale rispetto a entrambi gli assi coordinati,
I"unico lato del triangolo che variarispetto a entrambi gli assi coordinati € quello che congiungeil vertice

(0,0) col vertice (2,1). Il lato in questione si trova sullaretta di equazione
x—-2y=0

normale rispetto a x
definiamo I'insieme come normale rispetto a X, quindi esplicitiamo larettarispettoa V :

y=X
2

T:{(x,y)e R?:0< x< Z,ES ygl}

applichiamo le formule di riduzione

[[exply?]ax dy=i iexp[yz]dy dx

T
2

calcoliamo I integrale interno

iexp[yz] dy =

2
ein questo modo ci blocchiamo per mancanza di una funzione conosciuta che faccia da primitiva a quella
integranda.

normale rispetto a 'y
primadi tutto esplicitiamo larettain modo opposto
X=2y
in questo modo I'insieme &
T= {(x,y)e R?:0<y<10<x< 2y}
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impostiamo di nuovo il calcolo

1/2

”exp[yz] dx dy = I[ Iy exply?] dXJ dy
T o\ 0

calcoliamo I’ integrale interno

2y
J' exply?] dx = exply?] [x[ = 2y exp|y?]
sostituiamo e andiamo acal cool arel’integrale esterno

J2y-exply?]ay - [exply?]lly?) - fexply? T} ~ [expit)- explo] - -1
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Calcolare I'integrale doppio
[[(x=y) dx dy
S

dove S eil semicerchio di centro I’ origine, raggio I' , contenuto nel semipiano delle Yy positive.

Soluzione
Disegniamo dapprimal’insieme

©.r)

(r,{)l
(-7,0) X

Primo metodo

Consideriamo I’insieme normale rispetto all’ asse X .
| punti che fanno parte dell’insieme sono tutti e soli quelli che hanno le ascisse compresetra —I e I .
Mentre ci ricaviamo I’ ordinata dall’ equazione implicita della circonferenza.

XP+y=r

éil luogo dei punti che hanno distanzadall’ origine ugualea I , esplicitando rispettoa y troviamo
X+y?=r? 5> y=r’-x* > y=tJr’-x’

ovviamente prendiamo in considerazione solo lafunzione Y = /T Zox? .

possiamo definire|’insieme

S:{(x,y)e R?:—r<x<r,0< yS\/rZ—xz}

H(X—y)dxdy=_j [ (x=y)dy | dx

0

impostiamo il calcolo

svolgiamo I’ integrale interno

N NN N RN e [y o
[x-y)dy="[xdy- [ydy=x [1dy- [ydy=x{yl;™ {7} _
0 0 0 0 0 0

[2_2 2 i 22 2 2
Xyl {y?} —xr2ox -t 2X =x\/r2—x2—%+x?
0

sostituiamo e risolviamo I’integrale esterno
r r r 2 r 2
r X
J.(x\/rz—x2 —r2+x2)dx= Ix\/rz—xz dx—J'E dx+ J.E dx
—r —r —r —r

risolvendo singolarmente i tre integrali
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37" 3 3
jX r2-x2 dx = (7 -x*)s _ _(rz—rz)E_—(rz_(_r)z); -0
b 3 3 3
eré ooty LA LA A PO A
.[—dx_?.[rldx_?[x]r_ S (=r)=r
r2 37" 3 3
o] 222
rimettendo insieme K N
—r*+iri=— r3=—gr3
3

secondo metodo

proviamo a cambiare |'insieme in coordinate polari.

L’insieme & formato datutti i punti che hanno distanza dal centro compresatra O e r , I’angolo polare &
compresotra O e 7.

Definiamo un’ applicazione @ 1S < R > Sc R?, dove S @il semicerchio in coordinate polari.,
che aogni coppia (p, 3) associa un punto (X, y) del semicerchio in coordinate cartesiane

q)(pig)z(q(p,s)]{pcos(s)J

®,(p,9)) | psen(9)
sappiamo che vale |’ uguaglianza

” f(x,y)dxdy= H f(®,®,)[d,|do dI
5 :
quindi cerchiamo lo Jacobiano ’

0 i o
;oo as :(005(9) —psen(g)]
¢ iq)z iq)z sen(9)  pcos(9)
op 04

ne cerchiamo il determinante

3, cos(8)- poos(9)~ (- psen()-sen(s) = pos?()+ psen(s) -

= plcos’(9)+sen*(9))= p
impostiamo il calcolo

”f(@l,dbz)|\]®|dp d19=]£ jpcos(e sen(6): pdp] dg

svolgiamo I'integrale interno

r

[ (pc0s(0)- psen(6)) o do = (cos0) ~sen(0)] o° dp = <cos(e>—sen<e>{§] .

- (cos0)-sen(0)

sostituiamo nell’ integrale esterno e risolviamo

T(cos(e)—sen(e))g dg= L;I(cos(e)— sen(0)) dg = r—;u cos(#) dg— ];sen(e) ng =

0



i conti tornano.
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Calcolare I’integrale doppio
”(a- xX*+b- y) dx dy
X

oea,beReX :{(X,y)e[—l,l]x R, x? < yél}

Soluzione
Disegniamo il dominio X

1.0 o) %

Impostiamo il calcolo piuttosto semplice
”(a- x*+Db- y)dx dy = j[i(a x* +Db- y)dyj dx
X -1\ %2

svolgiamo I’integrale interno
1 1 1 1 1
I(a-x2+b-y)dyzja-x2 dy+Jb-ydy:a-x2j dy+b-jydy:

XZ

21 4
=a-x2[y]1xz+b-{y} =a-x2[1—x2]+b~[%—%}:

2
Cax—axt 2 By B g (ar Ry
2 2 2 2

sostituiamo nell’ integrale esterno e integriamo

j —+a.x2—(a+—jx4 dx = '[— dx+.|'a-x2 dx—j(a+—jx4 dx =
2 2 23 572

-1 -1

1 1 1 371 571
IEI].dX-I-a'IXZ dx—(a+9jjx4 dx:E[x]fﬁa- x —(a+9) X 2
2), ! 2)) 2 3| (""2) 5],

St (324 3 He)

2 2 b 4_ 4
=b+—-a-—a-—=-—a+=Db
5 5 15 5
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Calcolare I’ integrale doppio

”xcos(y) dx dy
A
ove
A={xy)e[01xR:0< y<1-x*|
Soluzione
Disegniamo I’ insieme che abbiamo definito
N
Y1
|
- x°

A

(1.0)

I dominio pud essere considerato normale rispetto a entrambi gli assi coordinati

Normale rispetto a x
Impostiamo il calcolo considerando il dominio normale rispetto all’ asse delle ascisse

j J' xcos(y) dx dy = Jl‘[l_[xzx cos(y) dyJ dx

A
svolgiamo I'integrale interno

1_IXZXCOS(y) dy = xl_fZCOS(y) dy = X[sen(y)]5™ = xsen(1- x*)

sostituiamo il risultato e risolviamo I’ integrale esterno
1

:[xsen(l— X?) dx = —%j—Zx-sen(l— x?) dx = —%Isen(l_ %) d(1-x?)=

0 0

1 a1 1 codl
=5 [cos(l— X )]0 =5 [cos(1-1)—-cos(1-0)]= PR

Normale rispetto a 'y
Invertiamo dapprima la parabola

y=1-x* > y-1=-x* > xX’=1-y > x=%,1-y

ovviamente prendiamo in considerazione la funzione col segno positivo perchéi punti che appartengono

a nostro insieme hanno tutti ascissa positiva.

1ty
”xcos(y)dxdyz_[ Ixcos(y)dx dy

A 0 0
calcoliamo I’integrale interno

12
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Viy Viy 32 iy
I xcosy) dx = cosy) j X dx = cos(y){—}
0 0

_oosly)_ cosly)

2 2

_ cos(y)[l_Ty:| _

andiamo a sogtituire in quello esterno

i(COS(y COS(y)j Y- jCOS(y E

0 b
{z31] 5] [

_sen(l)_sen(t) coslt) cos(0) 1 _cosll)

2 2 2 2 2 2

ei conti tornano.

13
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Calcolare gli integrali doppi.

(a)
f J. Xy dx dy
(b)
J. j Xy dx dy
AN{x>0,y>0}

dove A ¢ il dominio delimitato dall’asteroide di equazioni parametriche x:r-cos3(9),
y=r-sen®(9),con 9e[0,27].

Soluzione

(@)

sappiamo, per Ieformuledl Gauss-Green che

” (x.y) dx dy = If X, y)dy oppure ” )dxdy '[f(x, y) dx
+0A +0A
prima di tutto dobbiamo trovare la funzione f(x, y), qumd| dobbiamo integrare Xy rispetto a X, se
decidiamo di utilizzare laprimadi Gauss-Green, rispetto a Y se decidiamo di utilizzare |a seconda

Integriamo rispetto a X
2

Ixydx=yxT

aloraper laprimadi Gauss-Green applicataa nostro caso abbiamo

j I Xy dx dy = j y dy
+0A
sostituiamo le equazioni parametriche del lafrontierae svolgl amo |'integrale

[ Xy dy = %Zfrz cos’(9)- r sen’(9)- d(r sen’(9))=

+0A 2

= 1Trz cos’(9)-r sen®(9)-r -3sen®(9)- cos(9)- d 9 =

= 3L242J?cos (9)-sen?(9)-sen?(9)-sen(9)d g =

0

_ l;z”cos (9)- (1 cos?(9))- (L cos?(9))-sen(9)d9 -

0

- 3L;Z”cos (9)- (1— cos? (19))2 -sen(9)d g =

0

:3L2“2”c037(9).(1_2c032(9)+cos4(3)).sen(9)d9:

4 2 2 4 2
:% cos7(l9)~sen(l9)dl9—3r4jcosg( (lsl)dl9+—.|'cos11 sen(9)d g =
0

0

14
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3r 4 27 . 4271' . 3r 4 27 L
(9)d cos(9)+ 3r j cos’(9)-d cos(&)—7 I cos™($)d cog(3) =
0 0

=—7 COs
0
~ 3 cos’(9) 2”+ 3 cos®(9) 2”_3r4 cos2(9)]”"
20 8 | 10 |, 2| 12 |
4 4
=_%[o]+sr4[o]_%[o]:o

orapassiamo al’atro integrale

(b)

per ragioni evidenti I’ unica cosa che cambia nel calcolo precedente sono gli estremi d'integrazione

X2y 1%
”xy dx dy = j =2 dy:—J.rzcosﬁ(S)-rsen3(l9)-d(r sen®(9))=
AN{x>0,y>0} +0AN{x>0,y>0} 2 2 0
_ 3r*|cos’(9) E+3r4 cos®(9) [ 3r*|cos?(9) |2 _
2| 8 10 2| 12 |,
4 4
=_i{o_1}+3r4{o_i}_l{o_i}:
2 8 10 2 12

3r4_3r4+3r4 _3r“_3r“+3r4 _45-72+30 ,_1 ,
16 10 24 16 10 24 240 80

15
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CalcolareI’areadellaregione A del piano X, Y delimitata dallarettadi equazione Y = X edallacurva

¥ di equazioni parametriche
t?+t
y(t)= (t4 +J te[0]]

Soluzione

Controlliamo gli estremi della curva

0+0
7(0)= 040 =(0,0), cioe la cuva ha inizio nelorigine degli ass e dato che
+

1+1
7/(1): 101)" (2,2), finisce nel punto (2,2), questo vuol dire che la porzione di piano di cui
+

dobbiamo calcolare I’ area € compresatralacurvain questione eil segmento di retta

s(t)=@ te[0,2]

primadi calcolare |’ area con le formule di Gauss-Green impostiamo il calcolo
t?+t=t*+t
per sapere se per qualche vaore tra O e 1 la retta ha scissa e ordinata uguali e quindi interseca la
bisettrice.
th+t=t?+t > t'-t2=0 > t3(t*-1)=0
si vede facilmente chetra O e 1 la curvanon passa pitl per la bisettrice. Possiamo impostare il calcolo su

tuttalafrontiera.
Oravediamo se la curva s trova sopra o sotto la retta. Perché se si trova sotto, a crescere di t, lacurva

¥ viene percorsain senso antiorario (quindi positivo), se si trovasopra il contrario.

11
. . . N\ |272] (39
Diamo un valore intermedioa t, | — |= = , mentre la bisettrice, per ovvi motivi,
2) |1, 1| (416
16 2

3 3
per X=Z ha y=Z , dato che Y, > Y, , cioé per una stessa ascissa, I’ ordinata della retta € maggiore di

guelladellacurvacioélacurvas trovacompletamente a di sotto dellaretta nell’intervallo studiato.
Allora possiamo impostare il calcolo

m(A)=Jl.xy dy, —Jz;xsdyS =j(t2 +t)d(t4+t)—_|2.tdt =

= [(t? +t)4t® + 1)t - jtdt_j(4t Attt t)dt - Ttdt:

T

O'—.H

4 4 1 1 2 411 20+24+10+15 60 _
=—+—F+—F+=-2=—+—+—+—--2=
6 5 3 2 3 5 3 2 30 30
_69 60_9 3
T30 30 30 10

Segueil grafico

16
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GRAFICO
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